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que un atomo puede estar en dos estados distintos «a la vez»: 0, 1, o una «mezcla» entre
los dos, llamada «superposicion». Un sélo atomo o «qgbit» ofrece varias posibilidades. Y un
ordenador de 500 «gbits», con todas las combinaciones posibles de sus «estados
superpuestos», equivaldria a uno convencional con un numero de procesadores
inimaginable, de 10 elevado a 150, imposible de construir.

SOLUBILIDAD DEL PROBLEMA DE CAUCHY PARA LA
ECUACION DE LACONDUCCION DEL CALOR EN
ESPACIOS GENERALES DE HOLDER

Por: DrC Justo Che Soler,
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Diversos fenédmenos de la naturaleza, procesos tecnoldgicos, etc. pueden ser modelados
mediante ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, en particular de tipo parabdlico.
Estos problemas pueden aparecer, por ejemplo, en el estudio de procesos de conduccion
de calor y de difusion.

Un primer estudio serio sobre esta ecuacién aparece en los trabajos de J. B. Fourier en
1817 en los que establecio una teoria matematica sobre las leyes de la distribucion del
calor y la ecuacion que la modelaba (homogénea). En 1885, el fisico Fich, desarroll6 la
teoria cualitativa de la difusion y obtuvo como modelo, una ecuacion analoga a la de
Fourier.

La teoria de solubilidad de los problemas iniciales o de contorno para esta ecuacion
aparece muy desarrollada bajo la suposicidon de que todos los datos del problema, poseen
determinadas propiedades isotropas en términos de pertenencia a los correspondientes
espacios de Holder, tanto usuales como generales, (ver Friedman A., 1968: Ivanovich
M.D, 1966; 1967; 1968; Matichuk, M.L. y Eidelman S.D, 1965, 1967,1970).

El caso en que los “datos” del problema satisfacen algunas condiciones anisétropas de
Hélder en el sentido usual comenzé a estudiarse en los trabajos de Kruzhkov, S. N. y

Lopez, M., 1981; Kruzhkov, S,N., Castro A. y Lopez M, 1975,1980,1982; Lopez M, 1980,
1981,1983,1986,1988,1990.

El caso en que los “datos” del problema satisfacen algunas condiciones generales

anisétropas de Holder (en el sentido que satisfacen alguna condicién general de Hélder),
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aparecen estudiadas en trabajos como (Lépez M y Che J, 1990, 1991; Che J, 1989,1996;

Medina, L. 2003; Ribas E, 2003).
En el presente trabajo se demuestra un nuevo teorema de existencia y unicidad en

espacios generales de Holder para soluciones clasicas de la ecuacion de la conduccion
del calor:

Lou E%l:—Axu =f(t;x) (1)
Definida en la banda cilindrica My=0,T]xE,, E, representa un espacio euclideo
2 52
n-dimensional, x=(x1,x2,---,x")eEn, sz,:Z:a_;‘ , ”t:@
i=10x; o

y que satisface la condicion inicial,

wl, o =0px), xekE, (2)
En los trabajos de Friedman, (1964) se supone para el término independiente f(t,x) de la
ecuacion (1) que sea una funcién continua segun Hélder con exponente 0<a<1 respecto
a todas las variables y se establece un teorema de existencia y unicidad para el problema
de Cauchy (1), (2).
(re.x-r@y))<kd®(p,g), O<a<l, P=(@tx), Q=(y)
Ivanovich (1967), (1968) considerd el término independiente f(t,x) como una funcién que
satisface la condicion general uniforme de Holder con exponente «(r) respecto a todas
las variables y obtuvo un resultado analogo.
(re.n-reyf)skd (g, aecd  P=@x, Q=(y)
Eidelman (1968) consider6 para la funcion f(t,x) que fuese una funcion continua en I1r y
que satisficiera la condicidon de Holder respecto a las variables espaciales solamente,
obteniendo la misma condicién para las segundas derivadas DZu de la solucién del
problema (1), (2) y un nuevo teorema de existencia y unicidad.

(]f(t,x)~f(r,y)|)SK|x—y|a, 0<a<l, { continua respecyto a (t,x)
Matichuk y Eidelman (1966, 1967,1970) impusieron a la funcion f(t,x), ademas de la

continuidad en Tlr que tuviera su modulo de continuidad acotado por la funcion w(r)
respecto a todas las variables y establecieron una estimacion para la solucion y las
derivadas de segundo orden de la ecuacion (1) y un nuevo teorema de existencia y
unicidad para el problema de Cauchy (1), (2).

(/¢x)= £z, 9)|) <K W (d(P, Q)
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Medina L (2003) en su Tesis de Maestria considero que el término independiente f(t,x) en

la ecuacion (1) fuese una funcién continua enllr que satisficiera la condicidn general
uniforme de Holder de exponente «(r) respecto a las variables espaciales solamente y
demostré la misma condicién para la solucién y sus derivadas hasta el segundo orden con
exponente Bo(r) y un nuevo teorema de existencia y unicidad , ademas obtuvo

estimaciones para el médulo de continuidad respecto a t de las soluciones y las derivadas
de la ecuacion (1).

(If(t,X) — f(z" J))|)SK([,\’ _ J.l(lq.\'-.\'l

¢Como debilitar alin mas las condiciones que impuso Medina a los “datos’ del problema
(1), (2) para obtener resultados mas generales y un nuevo teorema de existencia y
unicidad?. En los trabajos de Matichuk y Eidelman para la obtencién de sus resultados
impusieron condiciones de acotacién a los modulos de continuidad respecto a todas las
variables a las funciones de los “datos” del problema de Cauchy.

Ahora, si consideramos que las funciones f (t, X) ¥ ¢(x) del problema de Cauchy (1), (2)

sean continuas en I1r y En respectivamente y tienen maddulo de continuidad acotado por
la funcidbn W(r), respecto a las variables espaciales solamente, ;existira una Unica
solucion clasica del problema (1), (2), cuyas derivadas tengan médulo de continuidad

|
‘. W . .
acotado por la funcién Cj.ﬁdt respecto a las variables espaciales?
t

f(t,x) continua respecto a (t,x), Gf(t,x)-f(r,y)|)sKW(|x—y])

Al igual que en Medina (2003), aqui se considera la solucion fundamental de la ecuacion
homogénea de la conduccion del calor y se obtiene la solucion clasica del problema de
Cauchy (1), (2) bajo las nuevas condiciones consideradas.

En la obtencién de las nuevas estimaciones se aplican métodos analogos a los empleados
en el trabajo de Lopez y Che (1991) y en el de Medina, 2003.

Medina para la ecuacion:

u,—Au=f(tx) )

|, = p(x) (2)
Considerd f(t,x) como una funcién continua respecto a todas las variables y que satisface
la condicion general uniforme de Haélder con exponente «(r) en 7 y ¢(x) satisface la

condicion general de Holder con exponente a(r en E, ( respecto a las variables espaciales)
y demostrd la existencia de solucion unica del problema Cauchy (1) y (2) y una nueva
estimacion.
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Y demostro:
a) La existencia y unicidad del problema de Cauchy (1)y(2) en C,, (7r)

b) La desigualdad para las derivadas de la solucion

(]
|”’2‘ﬂa(r) SK ('flt;.rz(r) + lq/)lf.a(r))

ou . —
c) T es continua en Ilr
/

El siguiente ejemplo ilustra que considerando w(r)=r®), a(r)c A, se obtiene el caso de
Medina, es decir, que el modulo de continuidad es mucho mas amplio que la condicion
usual y general de Holder:

w(r) = re), a(r) c A,
a) Se observa facilmente que w(r) es definida y continua en ]J;l-w[

b) w(r)>0 parar=>0 lim w(r)=limre") =0 para re Rq

r—0

c) W’(r)zr“(’)(a’(r)lnr-l-gﬁr—))=r"(’)’1(ra'(r)lnr-l-a(r)) y w'(r)>0 para re Ry y w(r) es

monaotona creciente para r e Rp:

I r
o(r) = Il'[(t_)([[ = Ita(’)_lfll =da(r)<w»
0 0

oo Bet)=— I 2“%’1‘)) entonces Aa(r) = Aa()F<C) y 0() = Aa(t)-E®)
a

Inr

Aqui hemos mostrado que la condicion impuesta por Medina es un caso particular de

maodulo de conlinuidad.
Cn este trabajo demostramos la existencia y unicidad de la solucién del problema de

Cauchy de la ccuacion de la conduccion del calor en el espacio C:[;},(,)(['I,), y obtenemos

una nueva desigualdad para tales soluciones.
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Aqui se considera, a diferencia de Medina, y a diferencia de Matichuk y Eidelman, 1970,
que consideran que las funciones f(t,x) y ¢(x) tengan modulo de continuidad respecto a
todas las variables, acotado por una funcién; que las funciones f(t,x) y ¢(x) sean continuas
y tengan modulo de continuidad ,respecto a las variables espaciales solamente, acotado
por una funcién w(r) y se demuestra la existencia y unicidad de la solucién del problema
(1), (2) , cuyas segundas derivadas tienen médulo de continuidad ,respecto a las

-
variables, solamente acotado por C_[WT(t) dt
0
Con vista a utilizar los resultados de la teoria lineal al caso de ecuaciones no lineales el
término independiente de la ecuacién (1) se considera en la forma:
f(t,x) = fy(t,x) + fao(t,x)

donde f, e C([,’“(, (I'Ir), fr € c},ﬁ,l(r)(ﬁr) , w(r) , v(r) son funciones de tipo mddulo de

continuidad que satisfacen la condicion:

pe Lo .
lim T3 =0.lim Sey=te A MUy =0 fintry e e PO
ademas
(r) . v(r) i v(r) 5 v(r)
A = ’ =0 0
"’0 W(”) G w(r) Bt gt rlr) R rw(r) <a<f<l

lima(r) = alima(r) =« lir(x)wzﬂ(r)=/)’ limfg(r)=« O<a<f<l

r—0* ro+o r=>+m

A continuacion presentamos nuestro teorema:

Teorema. i f(tx) = fitx) + fat). f, < el [fr) fiecll,r)y  ol)eCrpn®),

entonces, existe una tnica solucion clasica, u(t,x)e C'),) (I'Ir). 0(r) = j—‘#:h del
0
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problema de Cauchy (1),(2), que admite derivada Z—;’ continua y que para

satisface la desigualdad:

r
Ol(r

'
/2 . ,
l”lz 0(r) — <k Iq)lz w( |f||0 w(r) i _[ ” , K= K("’I’V(T)’O(I‘)’W(T))
0

La demostracion se basa en lo siguiente:

o Se considera la solucién fundamental de la ecuacion de la conduccién del calor

o Se considera una funcion u(t,x)

o Se demuestra que bajo las condiciones consideradas, esta es la Unica solucion
del problema (1) y (2)

o Se estima la segunda derivada lD_fu(z,x)|

o Se estima |D u(t, x) —D_fu(t,y)‘ y segun la definicion de la norma se obtiene la

estimacion (24)

' T
V2o
Iulzo )_ Ir/Jlf:'“(r |fl|0“(r - I 2o, ()_ dt |, KEK(n,T,v(’l'),O('l"),w(T))

0 (t - T)"ﬂTa

o Y por ultimo, esta estimacion y una cstimacion obtenida por Che, se aplica a la

demostracion de la continuidad de la derivada %

Hemos considerado que la funcion f(t,x) es continua y tiene moédulo de continuidad
acotado por la funcién W(r) respecto a las variables espaciales al igual que la funcion

inicial @(x) y se demuestra:

a) La existencia y unicidad del problema de Cauchy (1) y (2), generalizando el

resultado analogo de Medina al debilitar la condicién por él impuesta.
b) La desigualdad para la solucion y sus derivadas
[
|f2|0 w(r)

!
I”I2|(:) If}|0||(1) . l I;‘“u(f‘) + ,[ ‘I—ﬂl (IT
0 ([-—T) 2

c) La conlinuidad de la derivada % y se considera f(t,x) = fi(t,x) + fo(t,x) para la

aplicacion posterior de estos resultados a la solubilidad del problema de Cauchy
para ccuaciones parabolicas no lincales que no so considera en cl trabajo de
Medina.
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