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SOLUCIONES POR LOS ESTUDIANTES
QUE OBTUVIERON MEDALLA DE ORO

Como un tributo a los estudiantes que obtuvieron medalla de oro en la 29* Olimpiada
Iberoamericana de Matematicas, se presenta las soluciones dadas por ellos. Se puede
estudiar la diversidad de estrategias que se utilizaron para resolver los problemas.
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BRASIL: 1
MURILO CORATO ZANARELLA

Problema 1:
Para cada inteiro positivo n, define-se s(n) como a soma dos digitos de n. Determine o menor inteiro positis
k tal que: s(k) = s(2k) = s(3k) = --- = s(2013k) = 5(2014k):
Solugio:

-Primeiramente provemos que k = 9999 funciona.
Vamos provar que s(kl) = s(k) paral = 1,...,10000 - 1:

s(k) = s(kl) & s(10*-1-1)=94 & s(10*(1 - 1) + 10* —1)=9-4

Como 10% —1 < 10%,s(10*(1 = D +10* =D =s((1 - 1)) +s(10* = 1)=s(1 — 1) + s(10* - 1)
Basta entdo provarmos que s(I — 1)+ s(10* 1) = s(10*— 1) paral <1 < 10*
Sejal — 1 = abcd e 10* — 1 =XyzW, onde a base ¢ a decimal,
ouseja, ] —1 = 10%a+ 10°b+10c+de 10* —1= 103x+ 10%y + 10z + w.

Como | —1 + 10* — 1 = 9999, temos abcd + Xyzw = 9999.
Logod + w = 9,pois0< d + w < 18e d + w = 9 (mod. 10)

Assim, abcd + Xyzw = 10(abc +XyZ) + (d + w) =9 + 10(abc + XyZ), logo abcd + Xyzw = 9999
= { abc + Xyz =

d+w=9
Analogamente, provamos que ¢ + 2 = 9 e, assim, que ab + Xy = 99 e finalmente, de maneira andloga, prov
b+ y=9-a+x=09.
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Logo s((1 — 1)) +s(10* —1) = s(abcd) + sGyzw)=a+ b+c+d+ x+ y+z+w=(a+x)+(b+ y) +
(c+z)+ (d + w) =94=5(9999) = s(k)

.........................................................................................................
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Portanto k = 9999 funciona

Suponha k < 1000,k = HE, logo s(k) = s(1001k) > a+ b + ¢ = s(abcabc) 2 a+b+c=2(a+ b+
¢) > a+ b+ c =0, absurdo pora,b,c € k*, portanto k=1000.
Suponha por contradigdo que 9999 nio seja o k minimo, ou seja, existe 1000 € k < 9999 tal que s(k) = s(2014k).

Seja k = abcd esse minimo. Temos s(k) = s(1001k) - s(abcd) = s(abcd000 + abed )

Seja 1001k = xefghyk, sabemos que k = d,j = cei = b, logo s(k) =s(1001k) »a+b+c+d=x+e+
ftg+h+itj+tkoa=x+e+f+g+h

Sex =0, temos quee = a, 0 que implicaf = g = h = 0 Ae = a, mas assimabcd + a = a000, um absurdo se s > 0.
Logo x = 1, ou seja, abcd + @ = Tefgh. Como e+ f+g+h=a—1,efgh>a—1, logo abcd+a>10*+a—1-
abcd > 10* — 1, ou seja,a =b=c=d =9 e portanto k = 9999, uma contradi¢gdo com 1000 < k <9999

Portanto o k minimo que satisfaz s(k) = s(2k) =...=s(2014k) e k = 9999

\

Problema 2
jroblema 2

Ache todos os polinémios P(x) com coeficientes reais tais que P(2014) = 1 e, para algum inteiro c, se tem:
XP(x-c) = (x- 2014)P(x):

Solucgio:
¢ Se c + 2014 e ¢ # 0, vamos provar por indugdo que p(kC) = O parak €

Base: k =0:x « 0> 0 =—-2014p(0) > p(0) =0-p(0-c) =0
fipétese: p(kc) =0,k € Z* U {0}

Passo indutivo: x « (k + 1)c: (k + 1)c P(kc) = ((k + 1)c — 2014)p((k + 1)0)
Zomo p(kc) = 0e (k + 1)c # 2014, pois ¢ + 2014, temos p((k + 1)c) = 0, o que completa a indugo.
Nesse caso, como P(x) e zero para infinitos x, P tem que ser o polindmio nulo.
[ogo ¢ + 2014 e ¢ # 0 = p(x) = 0, o que contradiz p(2014) = 1
»Se ¢ = 0, temos x p(x) = (x - 2014)p(x) = p(x) = 0, contradigdio com P(2014): portanto c|2014, i.e.,
3k € Z°: 2014 = kc
Seja G(x) = p(cx).

. X X X X X p 4
Assim temos x P(x —c¢) = (x — 2014)p(x) = G (; - 1) = (x — kc)G (E) - ;G (;— 1) = (;— k) G (:) -
xG(x—1) = (x—k)G(Xx)

G(k) = 1 (pois p(2014) =1
seja T[x]a expressdo x G(x — 1) = (x — k)G (x)

xG(x — 1) = (x — k)G(x) Portanto {

» Se k > 0: Vamos provar por indugdo em [ que G(I) =0paral=0,...,k—1
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Base: I =0:T[x]: G(0) =0
Hipotese: G(I) =0
Passoindutivo: T[L+ 1: 1+ 1)6() = +1-k)GU+1) =G+ 1)(l+1—-k)=0
I<k—=1ek>l+1logoG(x+1)=0

..............................................
esssasane cerecome.

0 que completa a indugdo assim, se k > 0, temos que x(x — 1)...(x — k + 1) |G(x).

G(x)
x(x=1)..(x=k+1)

T:X-Hx=1)(x=1)..(x—k)=(x—-k) HX)x(x-1)...(x —k+1) » H(x — 1)
= H(x) = H é constante,H(x) = ¢
LogoG(x) =C-x(x—-1)..(x—-k+1)

1
Gx)=1-1=Ck(k-1)..-15¢c=—

SejaH(x) =

k!
_ x(x=1)..(x—k+1) _ ;(;‘ )m(:_:_zo? ) _ x(x-¢c)(x-2¢)...(x—(2014—c)
Logo G(x) = Pty P(x) = T - P(x) = (w“) 7014 eP,
' 22)-c e
[4

parac|2014, ¢ > 0, funciona.

eSec|2014,c<0- k= &;4 < 0, vamos provar por indugdo em  que G(I) = 0 paral € Z*.
Base: [ =0:T(0):kG(0)=0-G(0)=0

Hipotese: G(I) =0

Passo indutivo: T({ +1): ({+ 1)G() = (+1-k)G(U+1)->GU+1)(I+1—-k)
mascomo | +1—k > 0,pork <0, temos G(l +1) = 0.

Assim G tem infinitos zeros = G(x) = 0, o que contradiz G (k) = 1.

x(x-c) (x-2¢)..(x-(2014-c))

=~ As solugdes possiveis sdo p(x) = (”—“-)!-cycy‘ parac > 0, c|2014,i.e,c €
[1,2,19,53,38,106,1007,2014}
P(x) = ”("'C)(Z;ff))"'(xﬁoupc)) Funciona, pois p(2014) =1 ¢ xP(x —c) = (x — 2014)P(x)
pthudiaill !. C c
c
5 & = N -2014)x(x=c)..(x- =
i z?x)tt(x 08 _ & )‘:L 2 (50152014 %) que ¢ verdade.
(22M),.c™ (F)ce
Obs.: Se P tem infinitos zeros, de tem, mas zeros que deg.

LogoP =0 |
Se H(x) = H(x —1),H(x) =0 - H(x — 1) = 0. Se H tem algum zero, tem infinitos (nesse caso H= 0), sendo

H é constante, logo de qualquer forma, H € constante.

ha
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Problema 3

Sobre uma circunferéncia marcam-se 2014 pontos. Sobre cada um dos segmentos cujos extremos sio dois
dos 2014 pontos escreve-se um nimero real niio negativo. Sabe-se que, para qualquer poligono convexo
cujos vértices siio alguns dos 2014 pontos, a soma dos niimeros escritos nos seus lados ¢ menor ou igual a 1.
Determine o maior valor possivel para a soma de todos os niimeros escritos.

Solugiio:
‘s , n?
Vamos provar que se temos 2n pontos, a soma maxima é S paran>1le 2+1

3 . = . 1+4x P .
Primeiro o exemplo para tal soma é tal que, para cada segmento seu valor é —, onde x ¢ a quantidade de pontos
n

no arco, determinado por segmento, que possui menos pontos, ou seja, se os vértices determinar um poligono
regular cuja circunferéncia circunscrita tem comprimento 1, cada segmento tem como valor o comprimento do
menor arco determinado por esse segmento.

Esse exemplo funciona, pois o valor de cada lado em um poligono é no maximo o tomando do arco determinado
por ele (o de Poa do poligono) e o comprimento da circunferéncia é 1.

n? . k n
Esse exemplo tem soma total - pois temos 2n segmentos de valor ——para 1 < k <n e n segmentos de valor —,
n

n _n(n-1)  n _ n?

n 2 2 2

totalizando uma soma de 2n - (ﬁ + "2_;1) +n

OBS.: o valor de um segmento é o nimero real associado a ele e sempre que palor mos em segmento estaremos
nos referindo a um que seus extremos sdo vértices do poligono.

Agora vamos provar que a soma maxima é < n?z
Consideremos que os n pontos Forman um poligono regular de circunraio T—': —comprimento 2n da circunferéncia
circunscrita. Para um poligono convexo P, escolha um vértice inicial P; e Game os pontos de P,,..., Px, no sentido

anti-horario.

Seja f(AB) o valor do segmento AB e g(AB) a medida do arco AB (no sentido anti-horério), seja Ax= X, f(AB),
vértices (A, B) g(AB) = k
Assim, f(P1Py) + -+ f(Px—1P) + f(PP) <1 (1)

i i 2w 2n 2n-1)2n . s
Rotacionando o P por angulos de 0,—,2 =, ...,——( ZH) , (sem rotacional os 2014 por , ou seja, mudamos o

segmentos escolha para formar uma rotacional) e somando as 2n desigualdades anilogas a (1), obtemos Ag(p,p,) +
Ag(p,ps) + 7+ Ag(proip) T Agtpap) S 2n (*)

Como podemos escolher P de modo que seja convexo e 9(1p2) = a1, g(p,p3) = Az, s GPx-1Px) =

Ax-1,9(PxP1) = ax SE
X x

X
X2 3Za,- = 2n, temos, de {a; € Z*, Zai =2n —>ZAal— <2n (2)

i=1 i=1 i=1
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B, = A, -1,(2)= [n,- ez, ) qy=2n- Zﬂa‘ <0 (3)
=1 =1

De(3): By = By + B, (4B, xS0 2B +2B, 4 = 0(4)

De(3:By+ B, ,+5,<0 (5)

. ’ n-1
Desse modo. somando (3) com (4) para k = 2,..., =~ ¢com metade de (4) para k = 1 obtemos:

(81 + BYI-—I + 1\“) <+ ‘\1“1 + BH-\) + [(ZB" + ZB"_k) + - + 28)1_—_1. + 28111_)] < 0 -
2 2

n-1

n-1 n-1
ES‘B;+I)‘.,_0—*.22‘.‘1(+A,IS 22i+n$0—9
::: =1 i=1

Y

2

exatamente a soma de todos os valores dos segmentos . pois Apconta cada {4, B}com g(AB) = g(BA) = n duas

vezes e cada A;, 1 < i < n. conta cada{4, B} com g(AB) =i V g(BA) = i uma lnica vez.

2 2
. 3 .n . 5 e ., 1007
= A soma total maxima dos valores, dos segmentos € —-. Ou seja, para 2n = 2014, o maximo ¢

= n(n - 1) o Amr = A
‘ - n
2?.4‘+.4n52——~+n=nz —vZAH-—nS—,maS ZA,-+—I'—é
;—; 2 =t 2 = 2
= 1= =

Problema 4

Tem-se N moedas, das quais N — 1 siio auténticas de igual peso e uma é falsa, de peso diferente das demais.
O objetivo é, utilizando exclusivamente uma balanga de dois pratos, achar a moeda falsa e determinar se é
mais pesada ou mais leve que as auténticas. Em cada vez que se possa deduzir que uma ou varias moedas
sio auténticas, todas estas moedas sio imediatamente separadas e nio podem ser usadas nas pesagens
seguintes. Determine todos os N para os quais se pode garantir que o objetivo seja atingido. (Podem-se fazer
tantas pesagens quantas se deseje).

Solugdo: Vamos a probar que es posible para 2N, N > 4.

Lema: Dadas “k™ monedas, “k — 1” de igual peso y una es mas/menos pesada, es posible descubrir cual es la
diferente; considerando las condiciones del enunciado. Si no hay una moneda diferente, podemos determinar que
las “k” son autenticas si 2|k.

Demostracién del lema: Por induccion fuerte en “k”.

Base: k = 1 — Solo una opcién para la moneda.
k = 2 — Pesa una de cada lado. La mas/menos pesada sera la diferente. Si no lo hace descubriremos que no
tenemos una moneda diferente.

Paso inductivo: Suponga que vale para k < k.

Para k, tendra dos monedas a comparar. De ser igual las dos monedas son autenticas y caemos en el caso kg —
2 = 1. Si se ponen de pesos diferentes la mas/menos pesada es la falsa. Como 2|k entonces 2| ko — 2, si no hay
moneda diferente también funciona.
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Por otra parte, sea “p” el peso de una moneda normal. Si pesamos cantidades diferentes de monedas, el peso de la
moneda diferente k < 2p y no obtenemos informacion; porque el conjunto mis pesado seré siempre el que tiene

mds monedas, porque 0 < k < 2p = xp <xp + k < (x +2)p.

Entonces podemos suponer que todos los pesajes tienen cantidades iguales de monedas. Por lo tanto, para N impar,
no es posible por induccion fuerte.

Base N = 3 = Al pesar dos monedas si pesan igual no es posible saber si la tercera es mas liviana o més pesada.

Paso inductivo: Suponga que no ¢s posible para N < 21 > 1.

Para N = 21 + 1, si pesamos “x” moncdas de cada lado, puede ocurrir que lenemos ¢l mismo peso y por tanto son
auténticas. Si esto ocurre x < | y cacmos en cl caso 2( —x) + 1y x = [ no podemos determinar si la 0ltima
moneda ¢s mas liviana o mas pesada.

Para N = 2 ¢s obvio que no podemos determinar cuil cs la falsa.

N N ' N _ . .
Para N = 4, 4|N pesamos - monedas con otras — y para cada conjunto de - aplicamos cl lema, porquc si los

conjuntos son A y B, con A més liviano que B, la moncda se cncuentra en A y es mds liviana o sc encuentra cn B
y cs mas pesada que las auténticas.

ComoN =24 = % = 2 y podemos aplicar cl lema porque 2 | g

Si N = 2 (mod 4), N = 6, pcsamos % contra g Scan A y B los conjuntos pesados. Si A es mds liviario que B,
siendo A ={ay,..,ans2}, ¥y B ={by,..,by/;} pesamos cntonces A" ={ay, ...,Qp/2-1}, contra B'=
{@n/2,b1, s Dyy2-2}. Sison iguales la diferente esté entre  byjz-1Y Dyy2. Basta ver cudl es la mas pesada para

descubrir la difcrente.
Si A" cs mas liviano que B’y la moncda diferente csta en A’ = {ay, ..., @y 21}, y es mas liviana o esti en B’ =

a5 Dy ..., Dy 2o}y cs mas pesada. Entonces aplicamos el lema en A’ y después en B', porque 2 | |A' y 2 + |B'].
n/2,Y1, n/2-2;Y | P P porq Y

Mas si no encontramos la moncda diferente A’ csta tiene que cstar en B'.

Si A’ cs mas pesado que B’ la inica posibilidad cs que la moncda es a,,/, y es mis liviana, porque si en las olras esta la
diferente tenian que ser mds livianas, pero en cl pesajc son mds pesadas que las otras. No pucde ser una diferente a
a2 porque clla tenia ser mas liviana en cl primer pesaje y més pesada en cl segundo.

Problema §

Scja ABC um triingulo acutingulo e IT o ponto de interse¢do de suas alturas. A altura relativa ao vértice A
corta BC em D. Sejam M ¢ N os pontos médios de BH ¢ CII, respectivamente. DM ¢ DN intersectam AB ¢
ACem X e Y, respectivamente. Se XY intersecta BIT em P e CIT em Q, demonstre que H, P, D ¢ QQ cstiio
numa mesma circunferéncia.

Solucion: Comoel £//DC = 90° N es cl circuncentro del AIIDC, luego ND = NC - ANDC = 90° - D

Andlogamente AMDC = 90° — C.

cY CcD cy ch Cos i+ CD
Por I : - E - = " -
orlaley de senos: ADYC = oo = S (IG0-(00°- 1)) Cos (B) . Sen (90°+ 5-C) Cos (C-5)
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Cos B Cos C (AC) a CY _ CosBCos c

Como CD = AC Cos(C), tenemos que cY = —m— AC _ Cos (C-B)

Como Cos (C — B) = Cos (B — C), tenemos analogamente,

BX _ CosBCosC X _AY
DX _ GosBCost PX LY A _ . X¥/)/BC
AB Cos (C-B) AB AC AB (Y

Sea Z = AH N XY. Sea D’ la reflexion de D en XY. Como XY//BC y AD es perpendicular a BC - XY cs
perpendicular a AD, luego DZ = ZD'y D' € AD.

) . HD! _ HQ
Vamos a probar que D'PQ es homotético a ABC con centro 11. para eso vasta desmoslar que —= = T/~ porque
HD _HP & olomamente 10r = HQ, 20Nz _HZ 2ZD-HD _ MD-ZD *)

Ha  np Y AMAI0ES HA ~ HC  HA _HD  NIA  HD

Como XY//BC,ZD = CY Sen (C) = g tis

Luego (¥) & 2ZD + HD —HD? = 1A+ 1ID — ZD + HA & ZD(2HD + 1ID) = IID(HD + I1A) & ZD =

HD+AD _ HDI+AD _ ACCosDCosCSenc **
AD+HD  AD+HD ~ Cos(C-B)

Pero AD = AC Sen(C),MD = CD Tan(4MCD) = AC Cos(C)Cot(B)

66 HD+AD _ AC*SenCCosCCotB _ SenCCosCCosD
g AD+HD AC(SenC+CosCCotD (SenC + SenB CosC Cos B
HD+AD _ ACSenCCosCCosB
= , lo que demuestra (* *)
AD+HD Cos (B-C)

LuegoclAD'PQ ~AABC - ADPQ ~AABC —» 4DPQ = 4B ycomo

4DHC = 90° — «HDC = 90° — (90° — B) = 4B, lencmos 4DPQ = 4DHC — MPDQ cs ciclico.

O Como XY//BC,4CQY = 4QCD = 90° — B = 4YDC = QYD, luego las mediatrices de QY y de CD coinciden.
Lucgo QYCD cs que un trapecio simétrico por esa mediatriz, lucgo 4 QDY = 4 QCY = 90° — A,y 4 XDP = 90° — A,
andlogamente. Luego&PDQ = 180-2(90° — A) - (90° - B)(90° - C) = #A. Como ZPMQ = 180°—-A =
180° — 4PDQ, PHQD cs Ciclico.

Problema 6

Dado um conjunto X ¢ uma fungiio f: X = X, dcnotamos, paracadax € X, f 1(x) = f(x) e, para
cadaj = 1,f1*1(x) = f(fI(x)). Dizemos que @ € X é um ponto fixo de f s f(n) = a.

Para cada niimero real x, definimos m(x) como o niimero de primos positivos menores ou iguais a X.
Dado um niimero inteiro positivo n, dizemos que f : (1,2,...,n} - (1,2,...,n} é catraca se [ =
kparatodok € {1,2,...,n}.

Prove que:

a) Se f ¢é catracha, entiio f tem pelo menos (n) - m(Yn) + 1 pontos fixos.
b) Sen > 36, entio existe uma funciio catracha com exatamente m(n) — n(vn) + 1 pontos fixos.

12
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Solugio:
A) Seag(k) = min{X = 1:f* (k) = k}para k € {1,2,...,n} para f catracha (g existe porque g(k) < f(k)

porque f/®)(k) = k). Lema: sea f* (k) = k, entonces £ g( ) g0

. en particular =— 100"

Demostracién del lema: supongamos que g(k)/x.seaX = g(x)e +a,conl < n < g(k). f* (k) =k -

fetke+n = g _, fa(f80DI(K)) = k . Como f9%)k = k, obtenemos, por induccién que f9I0(k) = k —

fIR(faMIe0 (1)) = FIKN () = |k — fFOUNEO-D () = k, Asi, fIKIE*n (k) = k -
fRFI®e(l)) =k = f* (k) = k, lo que contradice la definicién de g(k), porque n < g(k). Asi =— g( )

Ademas que, f es biyectiva, porque es sobreyectiva: f(fU@"D)k)) = ko f(k)=1 = f/®Kk) = k -

F(k) =k = k =1;yesinycctiva porque f(x) = f(y) = f/®@) = f/A(y) = x = y.

Luego f es la unién de ciclos, o sea, una union de secuencias ay, ..., @p, tal que f(@;41) = Q41 paral < i < e

f(a,) = ay. Como f(a;) = e, e /f(a;)paral < i < e, porque cs una funcién biyectiva finita.

A). Como f es biyectiva, seaa = f~1(p) para p primo.

Suponga que g(a) = x > 1. Entonces cxisten a; = p'(a),1 < i < x,cona, = @ A(r(p)-1)(modx)x) = P»
porque [T P71 (a) = fIP)(p) = p.

Como g(a;) =xparal < i < x,porellema, x/a; = x/p - x = pporquex > 1.
Pero también p/a; 1 < i < x = p, pero hay a lo sumo un méximo % miltiplo de p distinto ¢n {1,2, ..., n},

n n
logoxS;—*pS;-’pS\/r—l

Es decir, si p es primo, p > v, £ ~1(p) es un punto fijo, cs decir, f(f @) =) - @) =p
Es un punto fijo. Por otra parte 1 tiecne que scr punto fijo porque g(1)/1 —» g(1) =1

Por cl lema.

Asi, tenemos los puntos fijos {p primo:vn < p < n} U {1}, que son a(n) — a(v¥n) + 1 puntos fijos.

B). Dadon > 36 vamos a construir una funcién catracha f, f {1,2,..,n} = {1,2,...,n})
Sea2 < py < .. < Pe < Pe+1 < - <Px Los Primos < n,p, < Vn,pe4y > Vn Sabemos que tenemos
que tener los puntos fijos Pe + 1., Pk ¥ afiadir 1 al resto de los valorcs, los scpararcmos en conjuntos Ai =

{ay, ..., a} canai‘ V1 < i < k y formari para cada conjunto dc éstos, un ciclo, i.c., f(q;) = .a“ 1 V1<

< kyf(k) =a; como g(a)=kV1l<i<kfl@@)=aqa porqu g(a) = k/f(a)
@41 (donde agyy = a;)
Decimos que un conjunto es bueno si es posible separarlos en conjuntos que satisfacen | 4;]/aV a € A; con
A;disjuntos y | A;] > 1

vamos a probar por induccion en aque si § €{1,2,..,n}conn = 36, tal que, 1 &€ §,six < n,x =
1

1
Pai.. paz para Yy, ..,z €EZ =0entoncesx € S,ysi x = pe4 1M, LM parayaq, ., vk €
Z >0entoncesx € S,entoncesScsbuenosi 2<a<eoa =e y pPe(Pe+1) SN
Base: @ = 2; comon = 36, tenemos por lo menos 6 multiplos, como todo clemento de S posee factores 2 0 3,
P

sin tres conjuntos separados;
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S = (S €S:GN). Sy = (s€8:2/s,3/5), 8= (s €S5:2/s3/s) sabemos que |S;] =5, porque

S = {6,12,18, 24, 36) solo tiene factor 2.

ara ¢ conjunto 8, agrupamos sus elementos de dos en dos para formar los conjuntos A;, posiblemente dejando

un clemento, que agruparemos con un elemento §y

Para S, teaemos lo mismo, agrupamos sus clementos de tres cn tres y, si sobran uno o dos elementos, Q(s)

agrupemas con dos o un elemento de §;.
Al final, tenemos 2 o mas clementos de S, utilizados, como existen x,y = 0 tal que 2x +3y = nparan >

e WEN ; n-3 . n .
2(S12 /n.bastay = 1yx = '—z-, si2/n,bastay=0,x = E)’ podemos agrupar S; en X conjuntos A; de 2
clementas y Y conjuntos A; de 3 clementos. Como eslo, conscguimos agrupar todos los clemenlos de S cn

conjuntos A, o sea, S es Buena.

Para ¢l paso inductivo, scpararcmos S cn S’y Y conjunto A;, Donde §’ salisface: X = p,l/“ p,,_jlf“‘l €

S six<n
X =p e p Mk g S (1), 1a que se completara.

Induccion.

Scparemos S cn:

S,=(seS:p/s1<i<a), {s€S:pps/sparaalgini <a} S3=S5-(5,V Sy)

Sis € S, debemos tener py / s, de lo contrario py, v, Do/ S = s & S.Entonces podemos agrupar los clementos
de S, en grupos de p, clementos para formar conjuntos A;. Siscdcjan 0 < x < pq clementos de S, no agrupados,

los agrupamos con Pe— X elementos de S,, formamos asi un conjunto 4;.

1 1

Los restantes dos clementos de S, y ¢l conjunto S3 formaran §’. Como §’ {s € S:Pyt . Pa® = S, Y1, Ya €

1
Z >z o}- §2-51,X=p, Y. pago € S yeomo  ((X = pasr/**t o k% YooY € Z 20} U
$)NS =0 X =p. p*¥* e S Entonces basta probar que |Sz| 2 Pa-

Sipe (Pa + 1) £ 0, 2Pgs 3Pas s Do = DPar (P + 1)pa € Sy, luegolSy| 2 pg- 1.

Si(pg + 1> N = pg + 12> (pg + 1)2>p,(pg + 1) > n, luegop? S n< pe’+1- a = e,
pero suponemos que a < e. Sip, (pe + 1) > n.eslo completa la Induccion.

Sipe (pe + 1) < n,tenemos por induccion que {1,2,...,n) — (1} — {p primo:vn < p < n} esbuena de modo
que conseguimos una funcion catracha que posee los ciclos de los conjuntos A;. de Induccion los m(n) — a(Vn) -+
1 puntos fijos (1} U (p primo: Vi < p < n}yS = Sg= (Per 2Pes -+» Pe}, por induccion tenemos que S es buena
y cémo podemos formar un A; como B = (P, 2Pe, ., Pe?} porque |B| = p,, Sp también cs buena, de modo que

también conseguimos la funcién catracha que quercimos.
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MEXICO: 2
KEVIN WILLIAM BEUCHOT CASTELLANOS
Problema 1
Para cada entero positivo n, se define s(n) como la suma de los digitos de n. Determine el menor entero
positivo k tal que s(k) = s(2k) = s(3k) =+ = s(2013k) = s(2014k):
Solucién:
Lema 1: Sikes un entcro positivo = s(10¥ — 1) = s((10¥ = 1)) sir < 10* +1
Para esto vecamos que sir = a,, Qz, ..., apyconn < k

10%(10% + 1) obviamente cs s(10% — 1) pues esto sc debe a que solo sc agregan 9 — vemos que (10% +1) (a;, ay,
vy Q) = Q105 .. (ay — 1)9...9(9 — a;)(9 — a;) ... (10 — a,) lasumade los digitoses a; + ap+...+ap —1+
(9-a)) + 9-a,).. + 10— a,) + 9(k—k) = 9k = s(10k — 1) - s(r(10k — 1)) = s(10k — 1).
Ademis s(10% — 1) s((10% — 1)(10¥ — 1)) = s(102* — 1) = 9+ 2k # 9%k

s(k) = s(10k) pues solo se le agrega el digito 0 a la derccha y se cumple para a,, az, ..., @p—10 que susuma cs
s(10¥ — 1) se cumple para a;, az, .., @,-qY viceversa.

Por cl lema 1 vemos que K = 9999 cumple s(k) = s(2k) = s(2014k). y ademas s(999) # s(1001 —
999) — 999 no cumpleysik < 999 — s(k) = s(k*999) = 27 - k = 999.

Lema 2.
Ahora vamos a demostrar que si un niimero n tiecne kh digitos y

s((10%" 4+ 1) = s(n) -» n = 10%*1 —1,10%*% — 2,...,10¢2 = 10.- sean = (a,, Az, ..., Qg41) =
(10k + 1)(a1, Ay, oy Qpgy) = Q10303 ... (Apey +Q1)0203 .. Qpyq eStOSiag,, + a; < 10 y claramente
s(n(lO" + 1) > s(n) pues s(n(10%+ 1)) = 2s(n) — supongamos quc @p4y + @; = 10 pero vemos que
s(n(lO" + 1) > a,Q3 ... 41 pucs los Gltimos k digitos no sc les pucden sumar ni restar algo. Ahora veamos
que @peq + a3 < 20 = si Qgyq +a; > 10 alos mas se acarrea un 1 con @, — vemos que de igual mancra
(a; + 1) < 20para todai = sia; < a - elultimodigitoseria(a, + 1) > q, —'s(n(lo" + 1) =>a, +
Ay + ...+ Qryeq!
S(n(10“ + 1) > s(n) » a; = 9 pero para que el acarrco de 1 llegue hasta a, se dcbe tener (q; + 1) 2
10 para cualquier i < k = a,, a;, ..., a; = 9 si no el ultimo digito el que esté en el lugar 2kh es al menos
a, pero al acarrear del (a,+; + al) se debe sumar a algin otro digito desde el lugar de k + 2 hasta el 2k +
1o s+ 1< s(n(10f + 1)) - @y az ., @ =9 - debeser999..90,a99 ..9,... 999 ... 9
Recordemos que vimos que 9999 > k > 999 — k ticne cuatro digitos y 1001 = 103h
Por el lema 2 si s(k) = s(1001k) = k = 9999,9998,..9991,9990 pero si s(k) = s(9k) - 9/s(k) pues 9/
5(9k) (por el criterio de divisibilidad del 9). Si s(k) = s(1001k) = k = 9999 0 9990 pero si 9990 cumplicra la
haria 999 pero ya vimos que 999 no cumple pucs s(1001 = 999) # 5(999).

~ k = 9999 y es el menor entero que cumple s(k) = s(2k) = .. = s(2014k)

15
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Problema 2

Halle todos los polinomios P(x) con cocficientes reales tales que P(2014) = 1y, para algiin entero c, se
cumple que: XP(x = ¢) = (v = 2014)P(x):

Solucién:

2014 p(2014 = )= 0  p(014-¢) = 0

0=-2014p00) = p0) =0, =p) =0

Veamos que con x = 0nos queda que 0 p(-c) = =2014p(0) - 0 = -2014p(0) » p(0) = 0 - conx = ¢ —
cp(0) = ¢ (=2014)p(c) = 0 = (c- 2014)p(c) » ¢ = 2014 o p(c) = 0.Ahora si p(c)=0 - conx =
2¢ 2ep(c) = (2c- 2014) p(2¢) =» 0 = (2¢ —2014) p(2c) = ¢ = 10010p(2c) = 0. Ahora vemos que pasa
sip(2¢) = 0,sic = 0 = xp(x) = (x- 2014) p(x) csto no sc cumple parax = 2014 pues 2014(1) =0(1) =
014! s c#0->2c#c

Ahora veamos por induccion que p(kc) = 0 desde k = 0 hastak = ZOC—H —1conk € N

Si p(ke) =0 - veremos paa (k +1). » ponemos x = (k + 1)c = ((k + 1)c)plkc) = ((k +
1)c-2014)p((k + 1)c) = 0 = ((k + 1)c- 2014) pc(k + 1)) » (k + 1)c = 20140p((k + 1)c) = 0.
Sic /2014 Ak tal que kc = 2014, p(kc) = 0V k.

Como el polinomio tendrfa infinilas raices debe ser p(x) = 0 pero P(2014) = 1! — ¢ /2014. Pero ademas
c es positivo pues si ¢ no fucse positivo, y como k lo es cntonces ke # 2014, entonces ¢ debe ser positivo.
Ahora tenemos que ¢ / 2014 y que p(0),p(c¢), ..., P (2014 - ¢ ) = 0. cncontremos que polinomios cumplen
para cada c.

Veamos que para ¢ existe un tnico polinomio que cumpla cstas condiciones pues si Q(x ) = P(x-¢) =
Q(x)=(x-c)(x-2c)..(x-2014)R (x),pucs c, 2c,..,2014sonraicesde P(x- c)y P(x) =
(x)(x-¢) .. (x + c-2014) S(x).

- xQ(x)= (x-2014)P(x) e x(x-c)(x-2c).. (x-2014)R(x)= (x)(x-¢c).. (x +

c-2014)(x- 2014)S(x) & x(x-c)(x-2¢).. (x- 2014)(R(x)— S(x)) = 0Vx,perosix #
0,¢,2c,..,2014 = R(x) = S(x)- parainfinitos valores R (x) = S(x)
~R(x)=E §(x)

R y S son los mismos polinomios, csto porque Q(x) = P(x - c).

Veamos que R y S son una constante pues si no fuese asi existiriam tal que S(m) = 0 - R(m) =0

peroP(m) =0-a(m) = 0 »>mx*ccsnizdeP.

Sea S la raiz mas grande de S(x) = P(s) =0-Q(s +¢c)=P(s)=0->R(s+c) =0 -
sy s + ¢ son raices distintas pues s + ¢ > s (pues c cs positiva) » S(x) = R(x)! — No existen raices
para S(x) y para R(x) ~ P(x) = x(x-¢)(x-2c) .. (x + c- 2014)a, donde a es el cocliciente
principal (pues esoes S(x)) = P (2014) = a(2014)(2014-¢)(2014-2c)(c) =1 -

1 y - 1
a = ————r— estos polin e ol o 2 L O
: (zoc“)lc(z_ocu) stos polinomios cumplen P(x) (’°“)1¢(2°c“)(x)(x c)(x-2c) ..cx +
c

(—2014), cumplen las dos condiciones P(2014) = 1y xP(x-c¢) = (x- 2014) P(x), y el polinomio

16
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existe para toda ¢ que divide a 2014 que son 1, 2,19, 38,53,106,1001, 2014, solo teniendo en consideracion
. - 1
que sic = 2014 el polinomio es P(x) = 5——x

Problema 3

Sobre una circunferencia se marcan 2014 puntos. Sobre cada uno de los segmcntos cuyos extremos son dos
de los 2014 puntos, se escribe un niimero real no ncgativo. Se sabe que para cualquicr poligono convexo
cuyos vértices son algunos de los 2014 puntos, la suma dec los niimeros escritos en sus lados es menor o
igual que 1. Determine el mAximo valor posible de Ia suma de todos los niimeros escritos.

Solucidn:

Un cjemplo para suma 1;—2 con 2n puntos cs decir que los arcos entre vértices consccutivos valen 1/ny lucgo a un
segmento asignarle el valor de su arco menor de la circunferencia = si uno puntos a lo méas suman 1 pucs si estin
asi si los arcos que se forman entre los lados son todos los menores = suma | pero si hay alguno que sea cl mayor

= suma mcnos que toda la circunferencia por ejemplo:

AB cs ¢l menor, BC también, CD también, pero DA marca cl arco mayor (viendo todo cn el sentido dc las manccillas
del reloj) = ¢l nimero en AD s menor que ¢l arco DA = suma menos que 1 pero si DA fucra el arco menor sumaria
| y asi-> nunca suma mas quc 1 pues solo suma distinlo de 1 si alguno cs arco mayor pero cntonces ¢ menor.

2(—"("2.")+u n? n

=mn-1)+n)2=—-==

2 n n-1 1
2n 2

érti : >
—,— . —,...,—=2 lasumacs
->De cada vérticc salen valores It 't I ' on
. . n?
por cada vértice se cuenta 2 veces = la suma es o=

2
. n
Vamos a demostrar que para 2n (en lugar dc 2014) la mayor suma posible cs T

Tomemos un acomodo con suma de aristas maxima.

Primero...
Lema I: Si tencmos una arista en un numero X escrito = cxiste un poligono convexo que tienc csa arista como

lado de tal manera que la suma de los demas lados vales exactamente 1-x.
Si no existiera = tomamos el poligono que lo tienc con mayor suma de los demas lados, (claramente noes 1 —x
- si cambiamos x a 1 — ¢ la suma dec esos lados) = x se puede incrementar y => no seria un acomodo de suma

maxima.

Lema 2: Para cada diagonal cxiste un poligono convexo talque lo ticne a él cémo lado y la suma de los demis
lados son a los mas igual que ¢l nimero de cse lado.

17
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Se sigue del lema 1 pues existe uno con el que suma 1, sea AiA, ...AgAB (donde AB es el que nos importa) ->
sea |XY] el valor del numero en el segmento XY >|A Az| + |A43| + -+ |[AB| + |BA,| = 1>|A;A5| +
|A;A43] + -+ |BA;| = 1 — |AB| y como ADB es diagonal - existe al menos un punto P en el otro semiplano de
AB donde no estin las A; 2|A 45| + |A2A3| + -+ + |[AAy | + |AP| + |PB| + |B| <=1 2 |AP| + |PA_1| <=
|AB| y en general eso pasa si tomo puntos Py P, Py, ..., P> |APy| + |PyPo| + -+ + |P;B| < |AB|

Vamos a consideras ahora la medida de un arco AB en la circunferencia como si en el sentido dc las manecillas
estén €y, Ca, ..., Cy en el arco AB = sumedida es [ACy| + |A1Co| + -+ |G B|

2

. N . n
Vemos que si demostramos que cada segmento mide menor o igual que su arco menos - la mayor suma cs Sy

que cada arco aparece la misma cantidad de veees en la suma de los segmentos de esta forma y es andlogo a como

5 ; . ; n?
se cuenta en el cjemplo dado en la hoja 1. Como cada arco se cuenta cierto nimero de veces, (que es > queda

como fraccion pues en un didmetro (0 de n y n) cada uno sc cuenta % de vez) y en total suman x <=1 = la suma
2

dc todos los segmentos de kx donde k es constante en términos den 2 kx <=k = >

Veamos que si la suma de los lados del convexo con los 21 puntos suma 1 acabamos pucs si me fijo cn cl segmento
AB 2|BCy| + |C,Ca| + 4 |CA| + |AB] < 1y |ADy| + |D1D;| + -+ |D;B |+ |AB| = 1

Pcro |BCy| + |C1Cy| + ++ + |Ck Al + |ADy| + -+ |D;B| = 1

2|AB| < 1 — (JAD4| + -+ |D;B[)61 — (IBCy| + [C1C| + -+ + |CkAl) que son |BCy| + |C1Co| + -+ ¥ |ADy| +

-+-+ | D;P| respectivamentc > cs a lo mds ¢l mas pequeiio y ya {crminamos.

Podemos demostrar o que deben sumar 1 los lados del 2n — agono o simplemente quc cada scgmento valc a lo

mas su arco dc menor valor.

Para hacer estas cucnias consideramos el arco menos y no el arco de menor medida (los arcos menores sc cuentan

en cuantos vértices de los 2n hay entre los 2 vértices que lomaste) = esla suma si da kx y la suma de los de arco

de menor medida de cso 0 menos -+ si basta con ver que cada segmento vale su arco menor y/o de menor medida.

Vcamos que cada scgmento si estd en un maximo es mayor o igual a su arco de menor medida pues si un arco mide

ayotrob = sicl scgmentomidey,y—a >y y 1—=>b =y porecllema2 cxistc un poligono que suma 1 usando

a y como lado = cl arco que quede del otro lado de csc poligono es menor

->Vamos a mostrar que cn esc arco la suma pucde aumentary £ 1—a,y <1 -D.

Supongamos que los lados del 2n no suman 1 = vamos a probar que no cs de suma mixima

= Para cada lado [;, 3p; un poligono convexo con [; como lado y de manera que s(p;) = 1 donde s(p) cs la
suma dc los niimeros en sus lados.

=> p; debe tener al menos un lado que no es del 2n-agono pues sino seria ¢l mismo 2n-agono y

~Tenemos (esquema -> al menos existen AD tal que el arco AB contienc otros vértices del circulo => si esc arco

mide x 2 |AB| > x porque cst4 del otro semiplano de AB que p; ademés cada arista entre vértices del AD

(cualquicr p; en ese arco suma a lo mas [AB| = ahora me fijo en AC tal que A, C sean consccutivos en cl circulo

vere que no existe un p; para AC ya que si solo tienc puntos dentro del arco AB no suma mas que AB pucs

’ ’ . 1 ~
no hay lado que sume mds quc cso y cacho de poligono que sume més que cso y menos que AB > - s

podria que existicra pero veamos eso después > sino cstin pasando de p;.
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Problema 5

Sca ABC un tridingulo acutdngulo y H el punto de interseccién de sus alturas. La altura desde A corta a
BC en D. Scan M y N los puntos medios de BH y CH, respectivamente. DM y DN intersectan a AB y AC en
X ¢ Y, respectivamente. Si XY intersectan a BH en P y a CH en Q, demuestre que H, P, D y Q estan cn
una misma circunferencia.

Solucion:

Sean E y flos pices de las alturas de B y C respectivamente.

Veamos que como DFAC es ciclico 2>4BFN = 4BCAy ademas 4FDA = 4FCA ahora como M es el punto
medio de la hipotenusa del HDB>MB=MD > AMBD = 4MDB-> como AFCA + 4EBD + 4BCF = 902 (por €l
ABEC)>4FDX = AFCB

Ahora vecamos que andlogo a #MBD = #4MDB — ANDC = 4NCD — AYDC = 4FDXy 4XFD = 4Y(CD —
FXD = 4DYC — £AXD + 4DYA = 1802 pues 4DYA = 180° — 4CYD - AYDX ES CICLICO ->4DYX =
4XAD y4DXY = £DAY — AYD = 4XAD = £QCD (pues 4XAD = 4FAD = AFCD =
4QCD),(FDCA ciclico), entonces AYCD es ciclico anilogamentc XPDB cs ciclico >4HQP = 4YQC =
4YDC — si vemos 4HDP = 4YDC = 4FCD.

Perocl XDP = £ XBP = 4FD!I (pues tambien FHDB es ciclico)>4HQP = 4FDX = 4FCD.
~ ZHQP = AHDP — HPQD es ciclico que es lo que queriamos.

*Obscrvemos que Py Q

estan cn los scgmentos HB y HC,

pues APDB = 4AXY < 902 PUELS 5AXY = £ABC y cs acutangulo,
ABC analogamentc para Q y > todos los movimicntos dc angulos sc
hacen cn ¢l dibujo.

Problema 6

Dado un conjunto X y una funcién f : X — X, denotamos, paracada x € X, f1(x) = f(x)y, para cada
j =1,/ (x) = f(f/(x)). Decimos que @ € X cs un punto fijo de si f(a) = a. Para cada nimero real
X, definimos 7r(x) como la cantidad de primos positivos menores o iguales que x. Dado un niimero entero
positivo n, decimos que f: {1,2,...,n} = {1,2,...,n} es catracha si ff®(k) = k para todo k €
(1,2,...,n}.
Pruebe que:

1) Si f s catracha, entonces f tienc al menos (n) - m(vn) + 1 puntos fijos.
b) Sin > 36, existe una funcién catracha con exactamente m(n) — m(vn) + 1 puntos fijos.

Solucién:
Veamos primero que si f es catracha = fes inycctiva pucs sino, existen a y b tal que f(a) = f)=x2>f(a) =

Qy fX(b) = b pero f¥ = f*71(f(a)) = f*1(x) y f¥(b) = f*71(x) anilogamente a = f*(a) = f¥"(x) =
fX(b) = b= a = b > f esinycctiva > cs biycctiva pucs si no fuesc asi existe una k tal que no hay x con f(x) =
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k = por el principio de las casillas hay 2 niimeros a y b que su f es igual pues queremos acomodar n valores en
n — 1 valores de sus funciones - 2 son iguales. ~Si fes catracha debe ser biyectiva.

Ahora definamos r; como el menor entero tal que f™ = i (que existe pues ffO(i) = i > es conocido que r;[x si f*(i) =
i (pues la demostracion dice si existe x tal que r; + x> vemos que también x — 1; cumple, f**7i(i) = i>x — r; cumple

y por lo tanto por el algoritmo de la division existe k tal que r; > x — k,, >02f ki) =i y s menos ar; ).

Ahora vamos a demostrar que si p es un primo tal que p > Vn=>f(p) =p.

Supongamos que no = como cs f es una biyeccion > existe a tal que f (a) = p~> vemos que fP(a) =
a Inlp 2 1r,=1, p perorg#Flpuesa#p 21, =p 2a,f(a), f2(a), ... , fP~1(a) son todos niimeros
distintos y los llamamos a; = f'(a) 2 g, 4y, az, ..., @, — 1 son todos distintos pero ahora vemos que p/a; por

induccién p/a, ya que a, = p.

Hipotesis: para k sc cumple que p|a,=> veremos que p|ag—q

> Vemos que ff@(q)=a,df%1(a) =a, pero sabemos que  fl(a) =ax+p =
ak 21y, |pperor,, #1215, =1 2 plag

2>p|ag+q pues f%+1(a;) = a;~>la hipotesis se cumple.

= plag ~ kparaunk =1 2 play, a,az, ... ,ay-1,0p PET0O ap = ap~> p divide a p nimeros distintos en la

sucesion ag , @y, Az, ..., Ay
Pero cso no cs posible pues si son p nimeros distintos maltiplos de p positivos (pues 0 no esta cn {1,2,3,..,n})
-> son de la forma ky 5, kp, ..., kpp pero (una de las k; son distintos si cn ordenson ¢; < ¢; S-S =

p~>algina; = ¢yp 2 p? >no"> nocxistcatalque f(a) =pya#psip> vn
->Sipesprimoy p > Vn seticne que f(p) = p ahora veamos también que existe un entero tal que f(a) = 1 pucs

f dcbe scr biycctiva.
cff@@=a-fl@)=a=1

- Todos los primos mayores a vy cl 1 son puntos fijos.
= Hay m(n) — m(v/n) + 1 puntos fijos al menos pues m(n) — n(v/n) son cuantos primos mayores a vn y menor

o iguales a n hay. Y cl 41 cs porque f(1) es punto fijo.

». @) queda demostrado.si f es catracha - f tiene al menos w(n) — n(vn) + 1 Puntos fijos
3p2
P
Vcamos que hasta Epz] + 2 podemos cncontrar al menos p-1 maltiplos de 2p y 3p (para E p2], pucs |*—| +

3,2 3.2

i
i | D | PN
3 6 -

3.2
;p+1_9

3.2

P

2
+ 6

3

->Como cn cada paso solo puede aumentar y en [%pZ] +2y Epzl 4 1 hay al menos uno que cs por numero de

divisores al menos en 1.
kp

k) [k
La suma dc multiplos de p divisibles entre 2 a 3 cs Pz,_] + [%] - [% pues los nimeros son p, 2p, ..., kp y es 1o

mismo que ver el nimero de multiplos en 1,2, ..., k que cs [g] + [g] - E]
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A este hecho que [; p2] + 2 tiene al menos p — 1 multiplo de 2 o 3 lo llamaremos supongamos que p # 2,3

2 ’
veamos que p?2 = 1mod 4y 3-—)%(;32 — 1) es multiplo de 4 pues 4/p%? — 1 >2 /(—p-z—l) y 3 /3(p? — 1) ahi
la suma da exactamente #] = p — 1 divisores -> ahora si sea el hecho de que en los miltiplos de p del |a] -

z2_
%(pz — 1) son al menos p — 1 lo llamare (1) y vemos que es hasta el numero %[-u p= -;-(P2 -p)
kp+r

2] [ - e Hsitmes S <ot L <y ] =[] < 45 -
[E]sis¢k+1y[5+1] < [5]+1
Ahora ademés de (1) demostraremos lo siguiente que sera si k < 2 —) en los nimeros p, 2p, 3p, ..., (k + p)p se

ticne quc hay almenos k miltiplos de 2 o 3, pcro eso cs obvio pues del |a|p? hay

B2 mult::plos solo de 2p pues [—] [ ] [p?]—) (2) queda demostrado.
8 ya podemos utilizar (1) y (2)

Vemos que [

Ahora veamos que si q y p son 2 primos mayores a 3 con g<p = no puedc ocurrir que alguno de los namcros

q,2q, .% (g% — q) que sea multiplo de 2 o 3 y que sea igual a alguno dc los nimeros p, 2p, 3p, ..., kp, pues si
fuera asi> el numero seria n =2 ¢q/n,p/ny 2/n 22pq <n22pq < %(q2 —-q)>2p < %(q -1=2p =

%(q — 1) < g~> no se compartcn niimeros en las succsiones g, 2q, ,% (@ -q)yp.2p,3p,.. .,%(p2 —p)sip#

q y ademds son multiplos dc 2 o 3.
A esto también lo llamarcmos (3)

2 (1): es dcl |a| % (p? — p) hay al mcnos p — 1 multiplos de 2p y/o 3p
Q:Sil<k< pz;l—) dcl |a| kp hay almenos k multiplos dec 2p y/o 3p

(3): Las sucesioncs p, 2p, ... ,% (p? — p) para los primos distintos son disjunlas si solo considcramos los multiplos
de 2p y/o 3p.

Ahora (4) sera que como 11 = 36-> cxisten almenos 5 miltiplos solo dc 2 0 3 y multiplo dc 6 cntre los niimeros
menorcs a n.

Ahora si usando las anteriores hechos veremos que para toda n existc una f catracha tal que ticnc cxactamente
n(n) — n(vn) + 1 puntos fijos.

Sean qQ1,q2) o Qilos primos menores a Vn=> sean Ag, = [q,,2q5,3ql-, ""[41( q(}
Ahora veamos que es posible elegir siempre q;dc los nimeros en el conjunto A, y hacer que si los niimeros

en el conjunto ay,ay, .., a; = f(@;) = aj41y f(ag,) = a1>f7%(a;) = fr(a;) = a; pues tiene ciclo q; lo
que definimos. =>Si tomo cualesquiera q; elementos del A, los puedo ciclar y si cumplirian las condiciones de
la funcién catracha —A ahora obscrvemos las siguientes cosas:

2, [, 2
|4q,| 2 qi puesn > qi )=

21
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Ahora utilizando eso usando (1) vemos que si |qu| = r mod q;~> elegimos r numeros en |AQ1| del subconjunto

{%2% m’%(qz _ q)} (si [qﬂ] > %qi —q,, si no ahorita completamos usando (2) y de tal manera que sean
i

multiplos de 2 y/o 3 = a esos r niimeros no las metemos en los ciclos que creamos con q; y a todos los demas los
metemos en algin ciclo = todos los miltiplos de g;excepto alguno de 2 y 3 se pusieron en ciclos por Jo que su f

ya esta definida y vemos que csto se puede hacer para todo q; si [‘lil] > %(q j e 1),
-1
pero ahora veamos que pasa si [%] < %(q; - 14, = (91204, 3q;, -, kqi} con k < q‘—z- + q;2 por (2)

%7 -1 ’ PNt
también como k < 1‘;— + q; hay almenos k-q niimeros en A, tal que son miltiplos de 2 ylo3

=> Elegimos k de esos niimeros y no los metemos en ciclos.

«. Como csto sc puede hacer para todo q; tal que q; # 2,3 = definimos f para todos los nimeros cxcepto para
algunos maltiplos de 2 y de 3.

Pues lo hacemos de mayor primo a menos si ya sabemos que en Ag, no sc utilizo el numero m pero m esta en Ag >
; , 3 .
consideramos ahora A, = Ag, + 3m pero esa m no sc encuentra cn los niimecros {q‘, 2q, ...,;(q,-2 = q,-)] o

siempre puedo “quitar” niimeros 8los que no se usan cn ciclos) de tal manera que IA,“| — (q,) de nimcros que

quite sea divisible entre q,.

=> Ahora si vemos que ya solo si hay nimeros que no estén en ciclos (6sca que no estc definido f)

=> 203 los dividen

- Aln estin en A;0 en A3~ vamos a ver que a cstos también seles pucde asignar ciclos y ~ cada n tiene una f
que cumple la propiedad dc una catracha - toda la funcion cs catracha y solo tendria (n) — n(s/ﬂ puntos
fijos.

=> Nos fijamos cn A3|{6,12,18,24,36}->A45|(6,12,18,24,36} = 0,1,2 mod 3

= Le agrego los niimeros neccsarios 0,1 6 2 para que 3/(A3/{6,12,18,24,36})=> cn cl conjunto {6,12,18,24,36}
quedan almenos s-2=3 nlimeros quc no cstan en algin ciclo.

> Alora nos fijamos en A, si |A,| es par - hacemos parejas y acabamos si A, llegasc a scr impar => con

los nimeros del conjunto {6,12,18,24,36) quc no ticnen ciclo (al menos 3) hacemos un ciclo de 3 y = como esos

numeros cstan también cn A, ahora A, menos esos numeros ticne una cantidad par de nimeros por lo que sc

pueden hacer los ciclos de 2 = si sc I pudo asignar una f a cada cntero que cumple la condicién dc las catrachas.

~ Esa f que definimos es catracha y las {inicos puntos fijos son 1 y los primos mayorcs a vn que son ni(n) —
n(vn) + 1 b) es cierto.

Se sigue utilizando la informaciéon de los [p, 2p,3p, ,-} - p)} disjunto para hacer las cuentas del tamaiio de
|A,,t|aunquc haya dicho antes que se hace como para p;, siguiendo esto que acabo de decir se hace cn orden y
siempre se pueden quedar k clementos sin usarse en ciclos de longitud p; pues no lo esta en A, 4k cON k negativo
y si|Ay | =k mod p;

=> Si se puede hacer todo lo que dije anteriormente completando con esta informacién.

~ Pues si recordamos la demostracion de (3) vimos mas ain que en {q,2q, ...,%(q2 - q)}(solo considerando

miiltiplos de 2 y 3) es disjunta de A, pues mas aun disjunta de p, 2p, 3p, ..., kp ... si p>q.
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DAVID PIRES TAVARES MARTINS

Problema 1

Para cada inteiro positivo n, define-se s(n) como a soma dos digitos de n. Determine o menor intciro positivo
ktal que  s(k) =s(2k) =s(3k) =- - - = s(2013k) = 5(2014Kk).

Demostracién:
Vamos a probar que la menor k es 9999. La demostracion consistc cn dos partes, probar que funciona y probar
que sca cl menor que funcione.

Probar que funciona
Para 1 < n < 2014, sca abed una representacion decimal. Entonces n - 9999 = n (10000 — 1) = abcd0000 — abcd.

Supongamos que d # 0 (para toda n, es cvidente que s(n) = s(n10™), m entera no negativa, lucgo podemos sustituir n
por un 1/10”m aproximadamente tal que d # 0, se observa que ser cero; por cjemplo, abe(d — 1)10000 + (10000 —
abcd), como d # 0 cs facil dc ver que 9 — a,9 — b,9 — ¢, 10 — d son digitos (todos ellos son introducidos entrc 0 y
9). Y que abed+ (9—a)(9-b)(9-¢c)(10-d)=d+10—-d +10(c+9—c) +100(b + 9 —b) = 1000(a +
9—a) =10+ 90+ 900 + 9000 = 10000. Luego (10000 — abcd) = (9 — a)(9 — b)(9 —¢)(10 = d)

Obtencmos a continuacion: abe(d —1)10000+ (9 = a)(9 = b)(9 —c)(10—-d) = abe(d —1)(9 — a)(9 —
b)(9 — ¢)(10 — d), csta es una representacion de 9999 X abed, y la suma de digitoscsa+b+c+d—-1+9 —
a+9—-b+9—-c+10—-d=94+9+9+9 =15(9999). Lucgo s(n9999) = 5(9999), como queriamos.

Supongamos ahora quc hay una k menor (k = abed cn represcntacidn decimal).

Consideremos la igualdad s(k) = s(1001k). Vemos que 10001k = 1000k + k = abcd000 + abcd.
Supongamos que abed + a < 10000, cntonces la representacion decimal de (abed + a) va a tener como primer
digitos de igual algo mayor que la suma de digitos de (abcd + a) cs mayor que a menos que abed + a = a000.
Pero es absurdo, ano serque @ = b = ¢ = d = 0, mds hay k = 0, o quc no cs permitido.

Se observa que los Wltimos tres digitos de abcd000 + abed son b,c,d luecgo la suma de los digitos cs
necesariamente mayorquea + b + ¢ + d = 5(9999)

Tal vez el caso abcd + a = 10000 mas como 0 < a < 9, cso implica que abed = k = 9991. Sc observa que k
tiene que ser maltiplo de 9; §(x) = x para toda x, y si k no es miltiplo de 9, tenemos un absurdo:

k =9 s(k) = s(9k) =4 0, luego k es multiplo de 9.con k > 9991, ¢l tinico miltiplo de 9 es 9999, lucgo cl
menor k tal que csto funcione cs 9999.

~
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Problema 2

Halle todos los polinomios P(x) con coeficientes reales tales que P(2014) = 1y, para algin entero c, se cumple
que: xP(x-¢) = (x- 2014)P(x)

Solucidn:
Supondremos que no existe ningin entero positivo k, tal que k. = 2d"n.
Entonces tenemos lo siguiente: para todo entero no negativo P(*c) = 0, la demostracién es por induccién.

Paso 1) Sustituyendo x = 0, tenemos quec 0 = 2014. P(0) » P(0) = 0

Paso 2) Paso de induccién: Sabiendo P(nc)=0, substituimos x=(n+1)c para obtcner:
(m+ 1c.P(nc) = ((n+ 1)c — 2014)P((n + 1)c) © ((n +1)c = 2014)P((n+1)c) =0

Supongamos que no existc k positivo tal que ke=2014, cn particular (n + 1)c # 2014, por que P((n+ 1)c) = 0.
Si ¢ # 0, entonces P tienc infinitos ceros, que es sélo nominal si P(x) = 0 para todo x, lo que no esta permitido
(yaque P(2014) = 1).Sic = 0, tenemos que: xP(x) = (x — 2014)P(x) & xP(x) = xP(x) — 2014P(x)

0 = —2014P(x) » P(x) = 0 Para todo x.

Entonces para k positivo, k¢ = 2014, en este podemos hacer la misma induccion de antcs, hallando ceros cuando
substituimos x = kc. Luego P tienc los ccros: 0, ¢, 2, .... (k — 1)c Ahora, si P ticne m ccros, entonces:

P(x) = x(x —c)..((c —1)c)P'(x) enlo que P' es otro polinomio.

Se ticne que P(x — ¢) = (x — ¢)(x — 2¢) ... (x = kc)P'(x = ¢c).

Substituyendo:x[(x = ¢) ... (x — kc)]P'(x — ¢) = (x — 2014)[x(x — ¢) ... (x — (k — 1)c)P'(x)]
Ahora paratodo x # 0, c, ..., kc podemos contar cstos factores obteniendo:(x — kc)P'(x — c) = (x — 2014)P'(x)
Como dijimos que kc = 2014, P'(c —x) = P'(x).

Ahora, si P'(x) no fucra constanitc, csto no es verdadero, ya que va a scr una X tal que, para todos los x,y > x
tenemos P'(x) > P'(y) @ x > . (de lo contrario si P’ tiene coeficientc lider negativo). En cualquicra de los dos
casos para x > x + ¢, P'(x) # P'(x — ¢). Luego P’(x) cs constante, por tanto P(x) cs de la forma:

P(x) =a*(x—¢)..(x = (k=1)c).

Sustituyendo csta funcion: xP(x — ¢) = ax(x — ¢) ... (x — kc)
y ademas tenemos que:  (x — kc) = [ax(x —c) .. ((x = (k= 1)c) = (x — 2014)P(x).
Falta ver si P(2014) = 1.

Ahora: P(2014) = 2014a(2014—¢) ...(2014 = (k — 1)c)

1 1 Kk
—_ = I ck —_— = 1
alec(le — 1)c ...c = ak! c*, luego para cada k, T k'(2°“)k ok Csto funciona para todos los k, lucgo las
Tk
. ; . K* ks ,2014
soluciones son los polinomio ¢ aQ: = ——oI|ic 1( - —)
P s de la forma: P(x) klzomkn‘-l’ x—1=

Con k enteros positivos divisores dc 2014,
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Problema 4
Probléma s

Se tienen N monedas, de las cuales N — 1 son auténticas de igual peso y una es falsa, de peso diferente de
las demds. El objetivo es, utilizando exclusivamente una balanza de dos platos, hallar la moneda falsa y
determinar si es mds pesada o mds liviana que las auténticas. Cada vez que se pueda deducir que una o
varias monedas son auténticas, entonces todas estas monedas se separan inmediatamente y no se pueden
usar en las siguicntes pesadas. Determine todos los N para los que se puede lograr con certeza el objetivo.
(Se pucden hacer tantas pesadas como se desec)

Solucion:

Caso 1: N es par y difcrente de 2. Para N = 2 es trivial ya que pesar una o dos monedas no da ninguna informacion
(una moneda cs mas pesada que la otra), y pesar una contra la otra dirfa que una cs mas pesada, no permiticndo
saber cudl es la falsa. N cs de 1a forma N = 4m, cntero positivo, dividimos las moncdas cn grupos ny, nz, 13,14 Y
pesamos de la siguiente forma:

n-l ) 712 713: n4
| J

Como todas las monedas, incluycndo las falsas, y en ambos lados ¢l mismo nimero de monedas cn los dos grupos,
digamos que (nq,n;) > (n3,n4).

Ahora pesamos 1, contra 11,. Si n; > 1, entonces inmediatamente n; y ny quedan climinados. Nétese que una
moneda, cn medicién inicial, estara cn cl grupo de las mas pesadas, luego es mas pesada de lo normal. Pero permite

concluir que la moneda més pesada cs 1, encontramos la falsa, es ahora trivial, basta comprar pares de monedas,
climinando monedas si tuvicran el mismo peso, y cuando tenemos a>b, a es la falsa. Si ny < n,, la cara es andloga

y 1, = 11,, cntonces podemos climinar ny y n;.

Ahora, la falsa cstard en cl grupo mds liviano (n3,14), lucgo es mis liviana de los normal, basta comprar las
monecdas en (123, 114 )para descubrir la falsa.

Si N cs de la forma N = 4n + 2, dividimos las moncdas cn grupos 1, 113,13, 114, X, ¥, Z €n quc 1y, Ny, N3 tienen n
monedas individuales.

Pesamos de esta forma: Ny, MNa, X N3, Ny, ¥, 2

| ]

Digamos quc ny,np, X > N3, N4, ¥, Z (caso contrario podemos dividir 1, en 2 ¢ incorporar, para quc sea anilogo).

Ahora pesamos:
ny, Ny na, N4, X

L |

Sin,,n, < ns,nj,x entonces y y z son normales. Asi mismo la [alsa estuvicra en 1y, n,,n3 0 ny, la desigualdad
s¢ mantiene, ya que climinamos dos normales de un lado y formamos otra normal del otro lado para eso. Luego x
¢s la falsa, y vemos inmedialamentc que x es mds pesada que las otras.

Ambas cstarian del lado mas liviano, luego la falsa es mas liviana de lo normal. Comparando las dos, la falsa cs la
mas liviana. Finalmenlte, si n;,n, > n3,1’4, X cntonces x,y, z son normales y son climinados. Ahora pesamos n,

(18]
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y 13, 5i n;>n,, entonces la falsa entonces la falsa es ny 0 1, estando del lado mis pesado en la primera medicidn,
luego la falsa es mas pesada, y basta con comparar las monedas, en si dos pares, para descubrir la que es mas

pesada que las otras.

Si n, = n,, la falsa est en ny,n'y y por tanto es mis liviana que las restantes. Basta comparar las monedas en

ns,n'4, dos pares y descubrir la mas liviana.

Caso 2: Para N impar

Por induccion.

Paso 1: Para N = 1, es imposible saber si es mas liviana o pesada de lo normal, por ende no se puede saber si es
falsa.

Para el paso de induccion: suponemos que para toda n impar < N es imposible. Podemos construir la falsa con
peso proximo a las verdaderas de modo que cualquiera que sea “injusta” (o sea, n monedas contra m, m # n) del
lado con més monedas serd el més pesado. Lucgo cualquier medicion informativa daria un nimero par de monedas,
n de m lados. Aun mas como N cs impar, tal medicion puede dejar la falsa fucra, pucde acontecer que los pesos
scan iguales, porque todas esas monedas son retiradas. Luego regresamos al problema de descubrir la falsa y cs
més pesada que las otras con un N impar menor. Por hipétesis de induccion cs imposible garantizar que sc puede,
luego es imposible para todo N impar.

Problema 5

Sea ABC un tridngulo acutingulo y H ¢l punto de interseccion de sus alturas. La altura desde A corta a
BC en D. Sean M y N los puntos medios de BH y CH, respectivamente. DM y DN intersectan a AB y AC cn
X ¢ Y, respectivamente. Si XY intersectan a BH en P y a CII en Q, demuestre que II, P, D y Q estéin cn una
misma circunfercncia.

Solucion:

Por tanto [AXY]~ [ABC], lucgo XY //BC (cstos lemas son usados de forma igual para garantizar la unicidad de

otras homotitias.
Para terminar cl problema, vamos a ver que una homotitia de otro H que envia PQ cn BC (que existe ya quc H, P,

By H, Q, C son colincales y PQ//BC, se puede enviar D al punto A’ que es simétrico de A en relacién a D)

El punto A’ que es simétrico de A en relacién a D, como AD perpendicular a BC cs simétrico de A en relacion a
BC. Luego <BA’C=<BAC, que implicariaque <PDQ=<BAC, y como:

< PHQ =< BHC = m-<HCB-<HDC=n—(n-%-<ABC)-(n-3)=m-m—m+3+3+<
ABC+ < ACB = m— < BAC, tencmos que < PDQ + < PHQ = m, luego P, D, Q, H son ciclicos por tanto, s¢
demuestra que una homotitia envia D en A’ resolviendo ¢l problema.

: . . BA ) . 3 BH _DH _ CH
Sea T la intercepcion de HD y PQ. Entonces la razén que envia Pen By Q en C es igual a: T ah

HD+DA' _ HD+DA
HD ~ HD

HD + DA _DH H(DT+TH)+(DT+TH+IIA) DT +TH
HD ~ TH DT +TH T TH
= (DT +TH)? & TH(HA+TH) = DT? & TH.TA = DT?

pcs iy .
Y larazén - —cs: Luego lo que se quierc demostrar es:

& & TH(2DT + 2TH + 11A)
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Para probar esto vamos a usar algunas homotitias, si consideramos las homotitias X —M — P, (R - U reprensta una

homotitia que envia R en U, de centro S).

. . . - A H
Ellas no son iguales, ya que transformamos puntos de la misma forma: las mismas homotitias hacen Y: C :Q y

y2N % Q (Luego los comparamos, enviamos ambos, X en P y Y en Q siento por tanto iguales). Luego las demas

comparaciones de homotitias son del mismo lado. Es conocido que si las demas homotitias tienen razén a y b,
respectivamente entonces la comparacion tiene razén |ab|. Luego como:

A , BA
X =B entonces la razon es; —
- Ax

H . HP
e B — Pentonces larazon es;: —
— BH
D , MD
e X —Mentonces larazon es;: —
- DX
H , PH
e M —Pentonces la razon es: —
- HM
BA HP MD PH BA 1 MD 1 BA LD
Luego: — *— = ——%— | —4—=—x— 2 S
AX BH DX HM AX BH DX HM AX.BH ~ DX.HM
BA MD
‘ = luego: —=2—
Notese que BH = 2HM, luego: = oy

AD _ MD _ DR

: oy DA
terscccion de MN cn MD vemos que — = 2 =
Sea R la in que 7y AT 7 DX DT

(Esto cs obvio porque %% es la razon dec homotitia por D, que envia X, T, Y cn M, R, N Estas homotitias cxisten
por el paralelismo de XY, MN, BC)

Asi mismo, DR = HD — HR = HD — ? = ’—{22, (de nuevo se divide la homotitia por H que envia M, R, N en B,
D, C csta vez la razon es 2). Luego substituyendo sc tienc:

HD
=2 (E) =2 © DT.AD = HD.AT & DT(DT + HT + HA) = (HT + TD)(HT + T4) Lucgo

desarrollando la ¥ltima partc:
' DT(DT + HT + HA) = (HT + TD)(HT + TA)
DT? + DT.HT + DT.HA = HT? + HT.TA + TD.HT + TD.TA
DT? = HT? + HT.HA
DT? = HT(HT + HA)
DT? = HT.TA

Esto es cxactamentc lo que queriamos demostrar, y csto significa que D realmente cs enviado por A’, y
debido a las propiedades de homotitia ([ADQ]~[BA'C] yaque P - B,D - A, Q - C) tenemos que <
PDQ =< BA’C =< BAC permitiendo concluir que [HPDQ] es ciclico.
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BRASIL: 3
ALESSANDRO DE OLIVEIRA PACANOWSKI

Problema 1

Para cada entero positivo n, se define s(n) como la suma de los digitos de n. Determine cl menor cntero

positivo k tal que: s(k) = s(2k) = s(3k) =~ = s(2013k) = s(2014k)

Solucién:
Vamos a probar que k tiene por lo menos 4 digitos.

Sik < 1000, presupone k = @;a;a,,s(k) = s(1001k),s(k) = s(@;@d) = az +a, +ao.
1001k = 1000k + k = a,a,a,000 + Aza;d, = Az(;0,0,a;a, lo que implicaria

.ota 1+a 0=2(,p+a_l+a_0) ©2a_la_0) =000 ABSURDO,= k > 1000.

Vamos a probar que k > 9999. Suponga que k tiene 4 digitos y estd entre 1000y 9998 = k = a;a,a,a,.

1001k = 1000k + k = a3a,a;a,000 + A30,a,G,. Siaz + ap < = az + a cs un digito y tendriamos:

a3a2a1a0000 + aAz1,04Ap. = a3ﬂ2a1(aa + ao)azalao .

Pero tendriamos s(@30,0,05) = S(aza,a,(az + ap)a,a1a0) y como az 2 1, tendriamos a3+ a,+a,+ag="?
+ (az+ ay) + a,+a, donde az >0, ABSURDO!

Luego as+ ap> 10. (Pero ag, 1359 = as+ o< 18.) Ahora suponga, az # 9 = 1001k tienc 7 digitos, sicndo la
primera igual a az o az+ 1, como 1001k tienc 8 digitos, k >9000
(1001-8999 < 10000000). Luego si k < 9000 = 1001k comienza con el digito az o (az+1) y acaba cn aza,ay =

1001k = a;xyza,a,a, o (a3 + 1)xyzaa,a, .

Si 1001k = (az + 1)xyza,a,ao =s(1001k) > a,+a,+ a3 + a = s(k), ABSURDO, lucgo

1001k = @3XyZaza;d = X +y +2=0 = 1001k = 7;000a,0; 4. = 10% ag+ 10* a, + 10" a, +ag = 1001k =
1001(10* az+ 10> a, + 10" @, + a), absurdo porque 10* az < 1001-10* as; 10> az < 1001-10% ap;10" a; <
1001:10" a; y ag < 1001 ag. Lucgo a3 = g. si k < 9990,

Entonces 1001k tiene 7 digitos porque 1001+ 9990< 10000000 = 1001k = 9xyza, a,a,. Pero andlogo al anterior,
XyZz = 000 y 1001k =9000a,a,a,. Y nuevamente tendriamos absurdo.

(Sik=9a,a,, 1001k > 9000a,a,a,) = k > 9990. Basta probar k = 9990 y k = 9999, porque 9 | k (s(9k) =
0(mod 9) = s(k) = 0 (mod 9)). Si k =9990, 1001k = 9999990, s(9990) # 5(9999990), ABSURDO!
Pero k= 9999funciona!

Basta probar que s(9999- k) =36 V k <2014.
i. Sil<k<9=k=x

28
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9999- k = x0000 — £ = (x — 1)999(10 — x) = 5(9999k) = (x —1)+9+ 9+ 9+ (10 —x)

ii. Si1l0 < k < 99 = k = ab. Podemos suponer b # 0 porque s(10t) = s(t),ysib =0,5(9999"

ab) = 5(9999-a0) = 5(9999) = b+0=2>a =21yb=21y1 <a <9

ab0000
— Ay = — ab — - — — =
9999k = ab0000 — ab = so—ror e {@)(b — 1)99(9 — a)(10 - b) = 5(9999%)
‘ ab0000
a+9+9+(9 — a)+ (10- b) = 36 =5(9999)- —_ab

(a)(b-1)99(9-a)(10-b)

iii.  Sil00<k<999 = k=abc. Nuevamente, podemos suponer ¢ > 1.

abc0000

= 9999k = abc0000 — abc = ab(c — 1)9(9 — a)(9 — b)(10 — ¢) et

= (@b)(c-1)9(3-a)(9-b)(10-¢)

=5(9999) = a+b+(c—1)9+(9—-a)+ (9—-b) + (10 —¢) = 36 = 5(9999)

iv. Sil1000 < k < 2014 = k = abcd. Y podemos suponerd > 1.

=9999k = abcd0000 — abcd = abc(d —1)(9 —a)(9 — b)(9 —c)(10—d) =

abcd0000
— abcd
abc(d-1)(9-a)(9-b)(9-c)(10-d)

=5(9999K)=a+ b +c+(d—1)+ (9—a) + (9—b) + (9—¢) + (10 — d)=36 = 5(9999) =

s(2+ 9999) = .. = s(2014- 9999).

Problema 2

>

Halle todos los polinomios P(x) con coeficientes reales tales que P(2014) =1y, para algun entero c, se cumple

que: xP(x — ¢) = (x — 2014)P(x):

Solucién:

Caso 1: Sic # {1,2,19,38,53,106,1007,2014} :

X - 2014:2014 - P(2014 —0)= 0 = P(2014-¢) = 0

X 2014 - c:(2014-c— P(2014 - 2c) =(=c)' P(2014-¢c) = 0 = P(2014-2¢) = 0
X 2014 - 2¢: (2014 =2y P(2014 - 3c) =(—2c): P(2014-2c) = 0 = P(2014-3c) =0

Induccién: Suponga P(2014 - ic) = 0

X = 2014 - ic: (2014 ey P(2014 - (i +1)c) = —ic* P(2014 - ic) =0 = P(2014- ({ + 1)c) =0
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Como ¢ no es divisor positive de 2014 = 2014 -

ic # 0 paraun entero positivo i. Ademas ¢ # 0,sic = 0,

tendriamos xP(n) = (x - 2014) P(n) y si P(n) para algin n, tendriamosn = x- 2014 = sic =

0,P(n) = 0 para cualquiern =

(Ahora, suponiendo ¢ # 0,2014 - ¢,2014 - 2¢,2014 - 3¢, ...
P(n) = 0 (P s6lo tiene infinitas raices) = P(n) = 0 es solucion para cualquier c. (Prueba: x - P(n-¢) = x-

0=0=(n-2014)0 = (n-

P(n) = 0 es solucién.

2014) - P(n))).

Caso 2: c es un divisor positivo de 2014 = _‘ﬁ conm € {1,2,19,38,53,106,1007,2014},

asu vczc=TEZP(mc) =1

x=>(m+ 1) c= n-P(nc)

= ({meD20 _ 2014) - P((m +1)c) =

n-1=c-P((m+1)c)= P((m+1)c) = -E =(m+1) = (mr':l'l)

Induccién: Suponga P(m + a)-¢) = (mr:a)

son infinitas raices de un polinomio =

= (2201 _ 5014) - P((mH2)e)=> (m+2) ¢ (1) = 2¢ - Pr2)c) = - P((m+2)e) = TR
xo (m+@+1) c= (m+@+1) ¢ P((m+a) -¢) = (CHEE2EE_2014)-P((m+a+1)

c)=(m+a+1)-c- (™) =

(@a+1):c-P((m+a+1):c)= P((m+a+1)-c)= ——

m+a+1l + -
a+l (m 4)

(m+a+1)(m+a)! _ (m+:l+1)_ - P((m +y)- C) — (mr:Y) para infinitos n, P((m +y)- c) =

m!(a+1)!

(™*Y) para todon, =

((m+y)2014) (m+y) vy.

: mz_ ") (ZEm) o (-t
Tomary = 2’%& -m =P(2) = (2%4) = (m‘)(’“" 31! Gore™™ )(Estc factorial csta bicn dcfinido
. : . : d(d-1)...(d-b+1)

porque m € Z, y ahora tiene un problema considera (g)con beZyd & Zsdlo sc ajusta ‘;)= (- 1()41; >
que csté bien definido parab € Z'y b > 1 que es ¢l caso, porque m es divisor positivo de 2014.
Basta probar ahora:

2014 (n)m nm mn am.
n-P(n - '——) (n-2014) ‘P(n) &n| 2014 )= (n —20[4)(@) = (m;l ‘) =(n- 2014)(2;:;) o
(27:11 1)( o 2) ‘"(m:/’")" ) (EZ—T““)(""ZOH) mn

zoum! 3 /(‘?O?: um' 20“ )(/2014) =

mn2 - 2014mn = n2m — 2014nm, todas las soluciones positivas son P(n) = 0,sic€

{1,2,19,38,53,106,1007,2014}
ey - -0 (22%)

7014 ; Observe que =

=)

(EE)EE-1)-m _

e O
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pProblema 4

Se ticnen N monedas, de Ias cuales N — 1 son auténticas de igual peso y una es falsa, de peso diferente de
las demas. El objetivo cs, utilizando cxclusivamente una balanza de dos platos, hallar ln moneda falsa y
determinar si es mds pesada o mas liviana que Ias auténticas. Cada vez que se pueda deducir que una o
varias moncdas son auténticas, entonces todas estas moncdas se separan inmediatamente y no se pueden
usar cn las siguientes pesadas. Determine todos los N para los que sc pucde lograr con certeza cl objetivo.
(Se pueden hacer tantas pesadas como sc desee.)

Solucién: Si N = 4 y N cs par, cs posible.

Induccion: N = 4. Tome 4 monedas ABCD. Pesar las monedas AB y CD en una bascula, uno de los lados sube y
¢l otro baja, pero no sabemos cuil monceda es la falsa. Suponga que AB baja y CD sube, ahora comparc Ay B.
Dos casos:
a) A = B = Ay DB sonverdaderas = C o D cs falsa y la falsa es mds liviana. Ahora comparc
C y D, como una cs falsa, no pesan lo mismo, y la que subi6é mas cs Ia falsa.

b) A # B = Ao B cs falsa, pcro AB bajé y CD subié = la falsa cs mds pesada. Al comparar A 'y B,
y probar cual cs Ia mds pesada sc encuentra la moneda falsa.

Si N = 4 descubrimos la [alsa y si es mds liviana o mds pesada.
AhorasiN = 6:A,B,C,D, L, F

Comparc dc 3 X 3 ABC y DEF, dondc ABC baja y DEF subc.

Ahora, comparcmos A y B. 2 casos:
a) A =B = 4y B son verdaderas y nada dice sobre C, D, E o IF(C pucde scr falsa y mds pesada o D, E o F falsa
y mas leve),. Después de descartar 4 y B, sobran C,D,E y IF'y hacemos igual que antes: Comparar CD y EF, 2
casos:
I. Si CD subc y EF baja. Si ¢ fucsc I falsa (y mds pesada) a causa de 4, la balanza bajaria cn CD, si
E o T fuesen falsas (y mas livianas), la balanza subiria en EF = D cs falsa y mas leve.
2. Si CD baja y EF subec. Si d fucsc la falsa y mas leve, CD subiria = D ¢s verdadera. (Se descarta
D, pero C,E y I pueden ser falsas)

Comparando E y F se ticnen 3 casos:
i) E=T = Ccs falsa y mds pesada.
i) E mads pesada que FF = T es falsa porque cs la mds leve.
iii) F mds pesada que E = E es falsa porque es mas liviana,

b) A #.B Suponga que A cs més pesadaque B = Ao Bes lalsa= C, D, E y F son verdaderas. Pero ABC cs
mis pesado que DET por lo que Ia falsa cs mas pesada = Por ser A mds pesada, cs falsa.

Luego, sicmpre cs posible resolver N = 6. Ahora, hacemos induccion:
N = 2k + 2 (Supongaque N = 4,6,... ,2k y ay,ay, ..., Qz+2 las 2k + 2 monedas) Comparar a;aazay:

a) a,a, = aza, = son verdaderas, y solo usamos induccién cn ag, @s, ..., Azk+2 (son = 4 monedas y nada
sabemos sobre cllas) = Es posible resolverlo.




-'”*'("' Oro R, Publicacion del departamenta de Matemdaticas de la UPNFA{

<,,

\4

="
b) a,a, pesa menos que azay. Esta es la misma situacién que al inicio, compare a; a;, si difieren la mas
pesada es la falsa, si fuesen iguales compare azay y la mas leve es la falsa.
= Siempre resolveremos paraN = 2k + 2 = N es par.

(Si N = 2 no s posible, porque al compararlas no podremos saber cuél es la falsa aunque una pese mais o
menos que laotra) = N >4

Ahora, vamos a probar que N impar es imposible.

Si N = 1, no tiene ningun sentido.

Si N = 3, sélo podemos comparar dos monedas. Sienco iguales las descartamos y no sabemos si la tercera
moneda (falsa) es mads pesada o mas liviana.

Tome ahora N = 2k + 1 moncdas.

Comparar cantidades difcrentes de monedas no ticne ningiin sentido si la falsa ticne un peso muy cercano a las
verdaderas. Tomar 2k + 1y comparar i con i (a,a,a; ... = by b, b;) si son iguales las descartamos y nos
sobran 2(k - i) + 1 = 1 moncdas, que cs un nimero impar y nada podemos decir (Por induccién) =
solamente N par mayor que 3.

Problema 5

Sca ABC un triingulo acutingulo y H el punto de interscccion de sus alturas. La altura desde A corta a
BC cn D. Sean M y N los puntos medios de BH y CII, respectivamente. DM y DN intersectan a ABy AC cn
X ¢ Y, respectivamente. Si XY intersectan a BH en P y a CIl en Q, demuestre que IT, P, D y Q estin cn una
misma circunferencia.

Solucion:

y

Figura |
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Figura 2

En las figuras (< ABC =< B,< ACB =< Cy < BAC =< A)

) . HN cY
Haciendo Menelao en AAHC, con la ceviana YND = — - —- A _ 1
NC YA DH
HN AD YA , AX AD
—_— = — = — An a ==
Como oC 1 BH = B alogamente para el otro lado, X5~ o

Por Tales XY || BC.
Por otra partc, MH = MB = MD

(M cs el centro dcl circulo de diametro BH que pasa por D.

Entonces MB = MD = < MBD = < MDB, como XP || BD = < MPX =< MXP = MP = MX.

Por congruencia LAL (PM = MX, MD = MBy < PMD =< XMB), PD = BX = XPDBc¢s un trapccio
isosccles = < DPQ =< PDB =< XBD =< B.

Anidlogamente < DQP =< C = < PDQ =< A.

Sin cmbargo, < PHQ =< FHE =180 - < A.

(F y E son las alturas de C y B) = < PDQ+ < PHQ = 180 = PDQH ciclico.
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MEXICO I:
LUIS XAVIER RAMOS TORMO

Problema 1

Para cada cntero positivo n, se define s(n) como la suma de los digitos de n. Determine ¢l menor entero
positivo k tal que s(k) = s(2k) = s(3k) = -+ = 5(2013k) = s(2014k)

Solucién:
Es conocido que s(k) = k(mod 9)
Asi, k = s(k) =s(2k) = 2k (mod 9)
=2 k= 2k = k= 0(mod9)
= 9|k y 9|s(k)
También sabemos que s(a + b) = s(a) + s(b) — 9 (cantidad de acarreos al sumar a + b)

por cjemplo en 98 + 31 hay un acarreo 98
== = 5(98+31) = 5(98) +s(31)

Y en 133 + 89 hay los acarreos 133

— = 5(133 + 89) = 5(133) + 5(89) — 9(2)
Ahora
vn =1,2,3,...,2013, tenemos quc:
s(nk) = s(nk + k) = s(nk) + s(k) + s(k) — 9 (Cantidad de acarrcos cn n)
= 0 = s(k) — 9 (Cantidad dc acarrcos cn nk + k)
= s(k)/9 = cantidad de acarrcos al sumar nk + k
cn particular, si n = 1, cs claro que para que en k + k hayan s(k)/9 acarrcos = k ticne al mcnos s(k)/9 digitos
(al sumar t + t hay un méximo dc tantos acarrcos como cantidad dc digitos cn t claramente)
Ahora probaremos que k = 9999 = 104/-1 funciona:
Sea abcduna expresion decimal de un nimero = 1y < 2014 (es posible que a = 0)

Asiabced - 9999 = abed - (104/—=1) = abcd0000 — abcd.

Ahora dividimos en casos, segin cl digito mds a la derecha distinto de 0:

Casol:sid + O,.

abcd0000 — abcd = abed (d—1)(9 —a)(9—=b)(9—¢)

Claramente s(# abcd (d —1)(9 —a)(9 — b)(9 — ¢)) = 36 = 5(9999)
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Caso2:sid=0yc#0:

=>abcd0000 — abcd
=ab(c —1)9(9 —a)(9 = b)(10 — ¢)0 y s(ab(c — 1) 9(9 — a)(9 — b)(10 — c)0) = 36 = s(9999)

Cas03:5id=0,c=0,b#0
= abcd0000 — abcd=a(b -1)99(9 —a)(9 — b)(10-b)00 y
s(a(b—1)99(9 — a)(9 — b)(10 — b)00) = 36 =s(9999)

Caso4:sid =0,c = 0,b = 0,a # 0 (de los contrario abcd = 0 perocs = 1y < 2014)

= abcd0000 — abcd = (a—1)999(10 — @)000 y s(a — 1)999(10 — a)000 = 36 = 5(9999)

Asi cn cualquier caso k = 9999 funciona.

Ahora 9| s(k) = s(k) = 9,18,27,36 0 s(k) > 36 cs claro que tienc de 4 digitos = es mayor a 99991 y como
queremos la minima k, n no nos intercsa. Ahora, si s(k) = 36 = k = 9999 y como 9999 funciona, en estc caso
¢s el minimo.

Como 9999 funciona, la minima k tienc a lo mas 4 digitos. Fijémonos en s(1001k):

si k tiene a lo mas 3 digitos, lo veremos como abc (tal veza= 0) = s(1001k) = s((103/+1)k) =s(103/k +
k) = s(abc000 + abc) = s(abc abc) = 2(a + b +¢) = 2(s(k)) = s(1001k) = 2s(k) = 2s(1001k) =
s(1001k) = 0, pues, claramente no es posible si k > 0

= ticne cxactamente 4 digitos, pues 9999 tienc 4 y buscamos una k menor

Caso 1: si s(k) = 9 =cn la suma 1000k + k dcbe haber un acarreo -S(—:l acarreos como se dijo antes) =cn la

suma abcd000 + abcd hay un acarrco = en abcd000, abcd hay un acarrco.

Es claro quc necesitamos que d + a > 9,peros(k) =a+b+c+d=9 = a+b <9 = s(k) =9nonossirve

Caso 2: si s(k) = 18 = hay 2 acarrcos cn abcd000 + abed = a + d > 9 para que haya un acarrco, y lucgo para
que haya otro, neccsitamosquec +1>9 = ¢>8= c>9=a+d+c> 18 = s(k) = 18 no nos sirve

Caso3: s(k) = 27 = hay 3 acarrcos cn la suma abcd000 + abcd = necesitamos que a + d > 9 (para 1ro)

¢+ 1 > 9 (para 2do)
b+1>9(paral3ro)= c<9,b<9 =2a+b+c+d>27 =s(k) = 27

no produce ninguna k mis pequefia quc 9999, asi cn cualquier caso no hay una k mas pequeiia que 9999 que
cumpla lo que queremos, y como ya vimos que k = 9999 si cumple, concluimos que 9999 es la menor k entera
positiva tal que s(k) = s(2k) =...= s(2014k) lo cual era lo que buscibamos.
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Problema 3

Sobre una circunferencia se marcan 2014 puntos. Sobre cada uno de los segmentos cuyos extremos son dos
de los 2014 puntos, se escribe un nimero real no negativo. Se sabe que para cualquier poligono convexo
cuyos vértices son algunos de los 2014 puntos, la suma de los nimeros cscritos cn sus lados es menor o igual
que 1. Determine ¢l méximo valor posible de la suma de todos los nimeros cscritos.

Solucién:
Definimos la longitud de una cuerda como la cantidad de puntos que hay del lado del circulo que tiene menos

puntos méas 1. O sea en la longitud de (1,4) cs dos y la de (3,4) es uno. Es claro que teniendo 2014 en el circulo
la cuerda de mayor longitud ticne 1007 (las diagonales mayorcs).

Ahora sea f (k) la suma de los niimeros reales asociados a las aristas de longitud k.
Mostraremos que la suma maxima de todos los niimeros se alcanza cuando a toda arista dc longitud k Ic asigno.

Primero probaremos que si a, b son enteros positivos con a +b = 1007 = f(a) + f(b) < 1007.

Para csto numeramos los vértices del 1 al 2014, hay que probar que: (Si (a, b) es la cucrda que del vértice a al b)
(1,1 + a), (2.2 + a), .., (2014,2014 + a), (1,1 + b), (2,2 + b), ..., (2014,2014 + b)

(Los nimeros cn las parcjas cstan cn mod 2014)

Los nimeros asignados a csas 4028 aristas suman a lo mis 2007. Para csto, nos fijamos en los cuadrilitcros
convexos con vértices k,k + a,k 4+ a + b,k +2a+2b (k + 2a+ 2b = k) para todo k = 1,2, ..., 2014. Estos
usan las aristas, (1,1 + b), (2,2 + a), ..., (2014,2014 + a) « todas las de longitudcs a.
(1+al+a+b),(2+a2+a+b),.., (2014 +a,2014+a+b) « todas las dc longitudes a.
(1+a+b1+2a+b),.., (2014 +a+b,2014 + 2a + b) « todas las de longitudes a.

(14 2a+b,1+2a+2b),.., (2014 + 2a + b, 2014 + 2a + 2b) « todas las de longitudes a como sus lados.
Como son 2014 cuadrilateros convexos, la suma de sus lados ¢s a lo mas 2014 (1 por cada cuadrilétcro).

Pero al mismo tiempo suman 2f(a) + 2f (b),asi,2f(a) + 2f(b) < 2014

- f(a) + f(b) < 1007 paratodo a + b = 1007,a, b cntcros positivos. Asi, probamos lo que queriamos.
Ahora probaremos que f(a) + f(b) + 2f(1007) < 2014. Paracsto, tomamos los triangulos con vértices k, k +
ak+a+b = k + 1007 (todo médulo 2014) para cada k = 1,2, ...,2014.

Al ser 2014 triangulos (poligonos conexos), la suma del niimero de los lados dc cada uno es a lo mas 1— la suma
de todos los lados que usan es a lo mas 2014, Pero usan las 2014 -3 aristas:

(1,1+a), (22 +a), .., (2014,2014 + a) « Las 2014 aristas de longitud a.
(1+al1+a+b),(2+a2+a+b),.., (2014 +a, 2014 + a + b) « Las 2014 aristas dc longitud b.

y (1,1 +1007),(2,2 + 1007), ..., (2014,2014 + 1007) « 2 veces cada uno, las 1007 aristas dc longitud 1007.
Notese que (k,k +1007) es la misma cuerda que (k + 1007,k + 1007 + 1007) = (k + 1007,k) pues €s

modulo 2014 y (a, b) = (b, a).

Asi, la suma dc los perimetros de esos 2014 tridngulos también es f(a) + f(b) -+ 2f(1007) - f(a) +
f(b) + f(1007) < 2014, para todo a, b enteros positivos con a + b=1007.

Aplicando las dos desigualdades que ya demostramos, tenemos que 2(f(1) + f(2) + ---+ £(1007)) =
(2£(1007) + f(1) + £(1006)) + (f (1) + £(1006) + 2(F(2) + f (1005)) + 2(f (3) + £(1004)) + -+

36
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2(£(503) + £(504) = (2f(1007) + f(1) + f(1006)) + (2 L7232 f(i) + £(1007 — i)) + (f(1) + f(1006)) <
(2014) + (2-502-1007) + 1007

dado que: 2 (1007) + f(1) + f£(1006) < 20014 (pues 1 + 1006 = 1007) que f(i) + f(1007 — i) = 1007
pues i, 1007 — iea los enteros positivos y suman 1007 y también:

f(1) + £(1006) < 1007. -2 (f(1) + -+ £(1007)) < 1007(2+502-2 +1) = 10072
Asi, los nimeros en las aristas suman a lo mas 10272.

. . 10072
Ahora damos un arreglo que cumple y que sus cuerdas tienen reales no negativos que suman todos >

. . , k K .
Para esto, a toda arista de longitud k le ponemos el niimero real TITR Claramente —— es no negativo.

Ahora, cs claro que f(k) = 2014(;"14-) paratodo k =1,2,...,1006

Pues hay 2014 aristas dc longitud k para todo k = 1,2,..,1006 — f (k) = k para todo k = 1,2,...,1006. y

1‘(1007)_10207, pues hay solo 1007 aristas tamafio 1007.
Asi f(1) + -+ f(1006) + £(1007) = 1+ 2 + -+ 1006 + =~
Usando la formula de Gauss: = 1006(21007) + 10207 = 10207 (1006 + 1) = 10‘2’72

Asi, este acomodo tienc la suma que queremos. Ahora para acabar mostrarcmos quc todo poligono convexo con

vértices en los 2014 puntos suman a lo més 1, los niimeros asociados a sus lados. Para csto, cs claro que una arista

. . , : ; x+1 . oy
de longitud k ticne un niimero real asociado mcnor o igual a s donde x cs ¢l nimero de vértices entrc los

cxtremos de la cuerda (sin incluirlos). Esto cs claro, pucs por definicion de longitud, longitud(a, b) = min(x,y) +

min (x,y}+1_x+1
2014 2014

1 = (a, b) tienc asociados al nimero

Xi41
2014

Asi, dado cl poligono convexo con vértice @y, @z, ..., @, (en csc orden) tenemos que longitud de (ag, ag4q) <

, donde x; cs la cantidad dc vértices en cl arco (a;, @;41) quc no contiene a a;4; .

, . . . X x x Xypop X,
Asi, In suma de los niimcros asociados cs a lo mis =12L 4 2L 4 .. 4 SR — Tubodondn

2014 = 2014 2014 2014 PCTO X14--4Xn SO todos

los vértices menos los del poligono = x; + ...+ x, = 2014 — n. Asi, los nimeros en el perimetro suman a lo

(2014-n)+n _ 2
mas ~— ——=— = 1 — se cumple lo que queremos — cste acomodo cumple con las condiciones del problema y

0072 072

. ) 10
. Como ya vimos que la suma total no puede ser mayor, concluimos que

; 1 -
tiene suma es el miximo y ya

acabamos.
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Problema 4

Sc tienen N monedas, de Ias cuales N — 1 son auténticas de igual peso y una es falsa, de peso diferentc de las
demsis. El objetivo cs, utilizando cxclusivamente una balanza de dos platos, hallar 1a moneda falsa y
determinar si es mas pesada o mis liviana que las auténticas. Cada vez que sc pucda deducir que una o
varias moncdas son auténticas, entonces todas estas monedas se separan inmediatamente y no se¢ pueden
usar en las siguientes pesadas. Determine todos los N para los que se puede lograr con certeza cl objetivo.
(Se pueden hacer tantas pesadas como se desee.)

Solucién: N = 1 si recordar que al momento de saber que son reales ya no se pueden usar.
N =2no
N =3no
Si al principio pes6 2, no sc pucde cumplir sicmpre (si pesan diferentes, las N — 2 restantes son bucnas)
Si2 |N, peso la mitad y mitad, pero no obtengo informacion.
Trata a conjuntos dc misma cantidad de moncdas como moncdas mas grandes.
N =4, ccsmalaypesamis,ab <cd, c>dysino ab
N = 4 funciona = N = 4/ funciona (k > 1)
N = 4% + 4F funciona
N = 4%144% 4 ... 4+ 4% Funciona

= | N = 4k funciona

xx_yaparte N — 2x

> N-2 scpuedc=>porinduccién4|N -2x y4 N—2x=>4|N—-2x yya

Sc puedc probar primero si N = 4k con k un cntcro positivo = N cumple lo que queremos.
Aqui se cxplica como:

Aplicamos induccion sobre k:

Caso base:
Si k = 1 con 4 monedas si sc pucde scan a, b, ¢, d las 4 monedas. En el plato poncmosaay by enclotro b y c.

Como la moncda falsa cs una dc cstas, es claro que « y b no pesan lo mismo que ¢ y d. Supongamos que a y b
pesan més que ¢ y d. A un cualquicr moneda podria ser la falsa; @ 0 b podria pesar o ¢ o d podrian pesar mcnos.

Ahora pesamos a y b si pesan diferente, una de cllas debe ser falsa, auténticas y como « y b pesaron mas quc by ¢
= la falsa pesa mas = de entre a y b, la falsa es la que pesa mis = podemos saber cudl cra la falsa 'y si pcsaba mas

0 Mmcnos.

Si a y b pesan lo mismo, ninguna de ellas puede ser falsa, pues si fuera, la otra seria auténtica y no pesarian lo
mismo, Asi, sc retiran @ y b y cualquicra entre ¢ y «/ podria ser la falsa, pero como ¢ y o pesan menos que « y b, cs
claro que la falsa pesa menos que las otras = solo hace falta pesar ¢ y o/ y la que pese menos serd la falsa. Asi, en
cualquier caso pudimos lograr lo que queriamos con k =1 (N = 4)

H.I. supongamos que para k = 1,2, ...,1 se cumple que N = 4k funciona.
PlLsik=r+1= N=4(r+1)= 4r+4
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Elegimos 4 monedas a, b, ¢, d y dejamos las 4r aparte. Ponemos ay b enun plato y c y d en el otro plato. Si pesan
igual, a, b, ¢, d deben ser auténticas y la falsa es cualquiera de las 4r restantes = estamos en la misma situacién a
si hubiéramos empezado con 4r monedas, y por H.I. podemos saber cuél es la falsa y si pesa mas o menos.

Si pesan diferentes, la falsa debe ser una de ellas = las 4r aparte son auténticas y procedemos como B.1.
Asi 4(r + 1) funciona y completamos la induccion N = N = 4k funciona Yk € Z +, Ahora aplicando indiccion

sobre la cantidad de monedas, mostraremos que N funciona < 4 | N:B.I. N = 1: es imposible saber si la moneda
falsa pesa mas o menos = N = 1 no funciona.

N = 2 lo Ginico que nos da informacién es poner una moneda en un platillo y la otra cn el otro. Deben pesar diferente,
perosisonay by a pesa mis que b puede ser que a pesa mis que una auténtica o b pese menos = N = 2 no sirve

N = 3 lo (inico que podemos haccr cs tomar 2 monedas a y b y pesarlas. Si pesan igual, deben ser auténticas = la
tercera (c) es la falsa, pero como retiramos a y b, ya no sabemos si pesa mis o menos. N = 4 ya vimos que si funciona

H.I. suponemos que para N = 1,2, ..., 7, sc cumple que N cumple & 4 | N
P.I. probamos que N = r + 1sirve © 4 | r + 1, ya mostramos que r + 1 sirve,
solo nos falta mostrar que si 4 | "+ 1 = r + 1 no sirve: Suponemos que 4 | r + 1. En la primera pesada poncmos

x monedas en un platillo y x cn ¢l otroy no las usamos. Como 4 | r+1 =4 | r+1-2xo04 | 2x.

Si4 | r + 1 — 2x y resultara que las moncdas que pesamos pesan igual =todas las 2x son auténticas =las rctiramos
y tenemos que 7 + 1 — 2x dc las que cualquicra podria ser falsa pesando mas o menos => estamos igual que si
hubiéramos empczado con sélo r + 1 — 2x moncdas. Como r >r+1—-2x (puesx=>1)yr+1-2x >1

(pucs la moncda falsa cs una de cllas), por H.I. M como 4 | r+1-2x = r+1-2xno funciona = en cstc caso
no podemos hallar la falsa y saber si pesa mas o menos.

El otro caso cs quc 4 | 2x. Si para csto y resulta que pasan distinto, un grupo de x y cl otro que pesamos = dc csas
2x debe ser la falsa = las otras r + 1 — 2x debc ser auténtica = las rctiramos. Si pudiéramos encontrar ahora la
falsa = N = 2x funcionaria, pues cn la primera pesada poncmos x ¢n un platillo y x en cl otro (x monedas) y
como una dc csas cs falsa, los platillos pesan distinto = Estamos en la misma situacién que antes (y si pudiéramos

acabar, N = 2x scria bueno).

Asi, como 4|2x la Gnica posibilidadesque2x 2 r+1 @02 r+1-2x pero0=2r+1-2x =r+1=2x
= tenemos 2x moncdas y pusimos x en un platillo y x en cl otro. Cémo 4 | 2x = x es impar. Cualquiera dc las
2x podria scr falsa = no retiramos ninguna.

Ahora, pesamos v moncdas en un platillo y y en cl otro las otras 2x — 2y las dcjamos aparte,

como 4 | 2x = 4 | 2yo04 | 2x — 2y moncdas.

Si4 | 2y y resulta que pesaron diferente = una de las 2y es la falsa y retiramos las otras.
Con esta misma induccion podemos probar que N funciona 2 IN

Probaremos que si 2 | NyN > 2 = N funciona.
Sean ay, ay, ..., a,, by, b,, ..., b, las moncdas.
Aplicamos Induccién sobre n. Caso basc: n = 2 (ya la podemos probar, es N = 4)
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., rcumplen P.IL sin =7 + 1 pesamos @, ..., @r41€n un platoy by, ..., brsy enel

H.I. supongamos que n = 2,3, ..
otro plato. Pesan distinto pues una de ellas es falsa.

~w v———_.l"“_—-;

(Suponer que las a’s pesan mas)
Ahora pesamos aj, ..., ap—y €n un plato by, ..., by_sen cl otro plato. Si pesan igual = b son auténticas =

b,_10 by, son falsas y la falsa es la que pese menos (pues las b’s pesan menos). Si ahora ay, ..., @, pe€san menos
= la falsa cambi6 de platillo = a,, es falsa y ha de pesar més claramente.

Si ahora ay, a,, ..., y—; pesa mis = la mala estd en el mismo platillo = o la mala pesa més y es ay,ay, ..., Ap_4 !

0 pesa menos y ¢s by, by, ..., bp—y

Ahora pesamos @, y @, si pesan lo mismo, se retiran y si no, la ms pesada es la falsa. Luego pesamos a3 y a, si

a, , a, pesaron igual y asi nos scguimos, si n cs par, como N =2n = 4 | N y ya probamos cste caso. Asi, n cs
impar =las a,'s sc nos acaban (a,, @y, ..., @,-,) i las vamos pesando de 2 cn 2 sin encontrar la falsa.

-——tw T

Ahora quedan by, by, ..., by—y hacemos lo mismo: si by, b, pesan igual las quitamos y si no, la que pese menos cs
la falsa luego pesamos bay by si no hallamos la falsa y asi scguimos. Si al final sélo queda by (n — 2 es impar)
= csta debe ser la falsa y debe pesar menos. Asi en cualquier caso N = 2(r + 1) funciona = completamos la
induccion.

Ahora por induccion sobre N probaremos que N funciona & 2 | Nyn>2

Caso base: N = 1,2,3,4 ya las probamos, H.1. suponer que para N = 1,2, ..., 7 sc cumple P.1.
sir 4+ 1 cs par = funciona y terminamos.

Sir +1 esimpar, cn la primera pesada ponemos x monedas cn un plato y x enclotro y dejamos r +1 - 2x > 0
aparte. Si pesaran igual = deben ser auténticas las 2x = las retimmos = nos quedan r+1—-2x < r+1
monedas que es impar y cualquicra podria ser falsa pesando méis o menos = si pudicras acabar, r +1-2x <
4 1 ¢s impar = por H.L no sirve = r + 1 no sirve y terminamos la induccién.

Asi todas los N que cumplen son los pares a partir de 4 (4,6,8,10), lo cual era lo que buscabamos.

Problema 5

Sea ABC un tridngulo acutingulo y II ¢l punto de interseccién de sus alturas. La altura desde A cortaa BC
en D. Sean M y N los puntos medios de BIl y CH, respectivamente. DM y DN intersectana ABy ACen Xe
Y, respectivamente. Si XY intcrsectan a BH en Py a CH en Q, demuestre que H, P, D y Q estin en una
misma circunferencia.

Solucion:
Es posible que ADQC~AHPD y ABPD~ADQH , Es necesario que £ PDQ = £ B
Tal vez DQ bisccaa AC, B = (b,0),D = (0,0), € = (c,0), H = (0,h)

_boa _ca = a
_E'E’N_E'E’ MD y=;x,ND_y=%x
(x=b)e=%x > xe—be=%x o
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2 bc bzc
emx(@) = x=(2) - (25)
be (c_lz_) bc-a?
b
b%c ) _ 2
x= —(bc—az b=a’h

(;_i’_b) = E) , Y= %x bc > a (para que H sea obtuso)
(

b? abc ) _( c*b  abc
bc-a?’ be-a?/ ’ y= bc-—az'bc—az) —ny| |BC

Con geometria analitica, probaremos que — xy | | BC:

Sean HD y BC nuestro eje de coordenadas y, x respectivamente, Asi H = (0,a), B = (b,0),C = (c,0) cona <
0,c < 0. Por la condicién de que ABC es acutingulo como HC L BAy AC L BH cs claro que <ZA+
tBH es 180° —» Aes £agudo « BHC es £ obtuso.

Como 2BHC es obtuso, seca H' < es ¢l punto sobrc HD de forma que 2BHC=90° y H’ y H estan del mismo lado
de BC. Ahora, si DH' < DH, pasa esto:

Y es claro que como £BH'C + ¢H'BC + £KH'C = 180° = £BHC + £HBC + £HCB - £BH’C — £BH(C =
£LHBC' + £¢HCH' = ¢BH'C > ¢£¢BHC - £BH'C > 90°!

Asi, DH' > DH (pues no se puede que DH = DH' = H = H' = £BHC = 90°), pero es conocido que en el
triangulo rectingulo BH’C, las medidas de la altura cs la medida métrica de las longitudes en las que esa altura
corta el lado opuesto, es decir

VBD -DC = (DH') = BD  DC = DH'? > DH?
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Asi be > a? (véanse las coordenadas de D, H, B, C)

Ahora como M es p.m. de Bl M‘—-(g,g)

Ahora, hallamos las coordenadas del punto X como sigue
1. BX 1 CH — sus pendientes multiplican —1

T Y — . ) 1o \ A ¢ __y —-a — ——x‘l (2) —e
— si X = (xq,¥) la pendiente de BX es <5y ladeCHes — 2\ 1
, . vy a .
Ademas, X estd sobre MD, cuya ecuaciones y = %x SN =00 sustituyendo la 1¢

a_

¢ - be b%c .
cy ‘l, = —y despejando x; queda x; = —5 = +—— (bc - a? > 0 como habiamos dicho
0= -2 o

b
b3c abce
bc-a?’ bc-a?

bc? abc )
bc-a?’ bc-a?

Sustituyendo x; X = ( ) Anilogamente y = (

—X y Y tienen la misma coordenada con'y —es claro que Xy cs paralela al eje X, que es BC

Asi xyl | BC

Ahora, como M cs punto medio de la hipotenusa HB del tridngulo rectingulo HDB — M es su circuncentro —
MB =MD - ABMD esisésceles - . MBD = £ MDB. Como MDI |XP, LMDB = £ MXP - £ MBD =
£ MXP - XPDB es un trapecio y es ciclico — es un trapecio isésceles = PD = XB. Sea M’ = DP N
AB. Por Tales, A;—I‘;Y = “;—: ycomoPD = XB - M'X+XB= MP+PD- MD=MB — M esti sobre la

mediatriz de BD y también est4 sobre AB, pero cn el tridngulo rectingulo ADB, sabemos que las mediatrices de
BD y AD concurren en el circuncentro de ADB, que cs el punto medio de su hipotenusa AB. Asi, donde AB cs
contada por la mediatriz de BD es el circuncentro de AABD - M'A=M'D - £t M'AD = £t M'DA - £ BAD =

2 M'DA.

Analogamente, si N' = DQ NAC =» 2 N'DA = £ CAD.

Asi 2 BAD + 2 CAD = £ N'DA+ £ M'DA - £ BAC = PDQ. Pero como habiamos dicho, £ BAC + 2 BHC =
180° pues CH L ABy BH L AC - siX'=AB L CH,y' = BH N AC - los angulos internos de AX’Hy’ suman
360° y son 2 BAC + £ BHC + £90° +90° = £ BAC + BHC = 360° — 2 x 90° = 180°

Asi, 2 PDQ + £ BHC = 180° = £ PHQ + £ PDQ = 180°

— Concluimos que el cuadrilatero HPDQ cs ciclico » H,P, D, Q estan sobre la misma circunferencia la cual cs

lo que queriamos demostrar.
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MEXICO: 3
PABLO MERE HIDALGO

Problema 1

Para cada cntero positivo n, se define s(n) como la suma de los digitos de n. Determine el menor
entero positivo k tal que: s(k) = s(2k) = s(3k) = .-+ = s(2013k) = 5(2014k):

Solucion:

Notese que 9999 = 10* — 1 = 10* = 1(mod 9999) luego T;¢Asa4730,810, es multiplo de 9999 entonces

9999 l (704050, + G30,0,0, Y 07060504 +03a,0;d0, < 2(9999) = 19998

Pero la igualdad solo ocurre si todos los digitos son 9°s asi que como los nimeros que trabajamos son menorcs a

(9999) (10001) entonces 0 < @;aqgasa, + asaxa,a, < 19998

o U7060504 + 3a;a;a, = 9999

Luego comosiay bsondigitos=>(a + b < 18) = 9 + 9porloquea +b = 9 (mod 10) implicaquea +
b = 9 aplicando el argumento anterior (Pues 9 < 10 y no hay acarrco) tenemos que: a4 +ao =9

=as+a; =9

=agta; =9

=>a7+a3=9
7

Y a=9-4=36

i=0
Lo anterior es suficiente para mostrar que 9999 = k funciona.

Veamos que k < 9999 no funciona.

S(a) = S(102)sesumaenceroyS(a + b) = S(a) + S(b) - 9 # de acarreos aplicando el proceso de sumar
como se hace usualmente.

Si k tiene 3 o menos digitos = §(1001k) = 2S(k) , Luegosi k > 9999,k tiene exactamente 4 digitos luego
k + k puede haber maximo 4 acarreos.

S(2k) = S(k) + S(k) - 9 # de acarreos=> S(k) = 9 # de acarreos

Si # de acarreos = 4 entonces k = 9999
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Por lo tanto S(k) = 9 6 180627 (k tiene 4 digitos)
k = aza,aya,si S(k) = 9 entonces no puede haber acarreos en (1000k + k)

Puesag+az <ap+a; +a, +az =9

Si S(k) = 18 deberia de haber 2 acarreos en 1000k + k = az +ap 2 10y a; =9 para que pueda haber 2
acarreos o mas pero 18 = ag + a; + az + a3 = (ap +az) +(a;) 210+9 = 19

Si S(k) = 27 deberia de haber 3 acarreos en (1000k) + (k)

=a; + a9 = 10y a; = 9a, =9 para que pueda haber 3 acarreos.

Pcr027=ao+a1+a2+a32(a3+ao)+a1+a2_>_10+9+9=28

Problema 4

Se tienen N monedas, de las cuales N — 1 son auténticas de igual peso y una cs falsa, de peso diferente de las
demis. El objctivo es, utilizando exclusivamente una balanza de dos platos, hallar la moneda falsa y
determinar si es mas pesada o mas liviana que las auténticas. Cada vez que se pueda deducir que una o
varias monedas son auténticas, entonces todas estas monedas se separan inmediatamente y no se pueden
usar en las siguientes pesadas, Determine todos los N para los que se puede lograr con certeza el objetivo.
(Se pueden hacer tantas pesadas como se desee.)

Solucion:

Veamos que N impar no funciona. Como se¢ deben pesar k monedas contra k moncdas, sicmpre se obtiene

informacion de 2k (cantidad par de monedas).
Si cada vez que sc usa la balanza csta sc cquilibrara (porque es posible que suceda) cntonces cventualmente la
cantidad de monedas se reducird (manteniéndose sicmpre impar) hasta llegar a 1 moneda, y serd imposible

determinar si mas o menos.
n = 2 no funciona, pues no se sabc cuél es la verdadera y cudl cs la falsa, pero ambos casos son posibles.

Funciona para N par (n = 4) |Ilk=—;1lf o0 n=4k+G para k=0)

Si N = 4k + G se usa el algoritmo para G y luego (maximo) k veces el algoritmo para 4.

Si N = 4k se usa k veces (maximo) ¢l algoritmo para 4.

Algoritmo para 4

Sean a, b, ¢, d los pesos de las monedas, Sia+b=c+d = a,b,c,d sonbuenasy se descartan, luego se
sigue con las N — 4 = 4(k — 1) monedas que quedan. Esto no es posiblesik —1 =0
Sia+b>c+d(elcasoa+b < c+d cs analogo), las posibilidades son: a pesado, b pesado, ¢ ligera. d ligera.
Se comparaa y b, Sia > b (a pesada) sib > a(bpesada) sia=0Db (cligeraod ligera)

Sic > d(dligera) sid > c(c es ligera).

Algoritmo para 6
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Seana,b,c,d,e y f los pesos
e Sia+b+c=d+e+f

Se descartan esta G monedas y se siguen con el proceso para N - G = 4 K no es posiblede k = 0
e Sia+b+c<d+e+ f ,;adbodcpesada, dded f ligera
e Sia+b+c<d+e+ f;adbbbcligera, doed f pesada.

Podemos renombrar las monedas y hacer lo mismo que en el caso anterior
1. a + b > ¢ + d;apesadad b pesada, la que pese mas serd lamala a sia > b6bsib > a
2. a + b < ¢ + d;ceslapesada, pues el no puede ser pesada, y ay b no pueden ser ligeras.
3. a+ b = c + d;eligerad fligera, la que pese menos es lamala. Sie > f = eligerasi f <
e = fligera (no es posible e = f todas seran iguales).

Problema 5

Sea ABC un triangulo acutiangulo y H el punto de interseccién de sus alturas. La altura desde A corta a BC
en D. Sean M y N los puntos medios de BH y CH, respectivamente. DM y DN intersectana ABy ACenXe
Y, respectivamente. Si XY intersectan a BH en P’ y a CH en Q, demuestre que H, P, D y Q estin en una
misma circunferencia.

Solucion:

P.D. H,P,D,Q son ciclicos , HDC rcctangulos = N es
circuncentro = HN = DN = NC

Andilogamentc M circuncentro de AHDB

Pd X, B, D, P conciclicos (y anidlogamente D, C,Y, Q)

Pd XYI||BC

Sean E y F pies dc altura desde B y C respectivamente H, P, D, Q conciclicos & £DPQ = £4DHQ

y (andlogamente ZPHD = «PQD),Pd «4DBX = ¢DPQ & X,B,D,P ciclicos

(Analogamente ZPHD = «PQD & ¢<PQD = £YCD & Q,Y,C,D ciclico)

Como AHBD rectangulo en D (pucs AD altura sobre BC)

Entonces M es el circuncentro de AHBD = MB = MD = MH = ¢DBM = ¢MDB = «a
X,B,D, P ciclico & £DBM = +XPM

Luego «£XPM = a e XPI||DB por angulos alternos intcrnos pues @ = DBM

Pd. X,B,D,P ciclico « XP||IDB Pd XY||IBC

Sea L el punto medio de AH denotare por H¥ a la homotecia con centro en el punto X y razén K.

H,ll/2 manda 4, B,C, en L, M, N respectivamente.

Por como se definieron LMy N = MN ll|| BC, LMI||AB y LN |||| AC

Consideremos que Hc‘: D/LD ., Esta homotecia manda L en A = la recta LN la manda en una paralela que pasa

por L, cs decir en AC, (andlogamente manda la recta LM en la recta AB).
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Esta homotecia manda el punto N en un punto que este sobre la recta AC y sobre el rayo DN, es decir, en el punto

Y (andlogamente manda el punto M en el punto X).
~ Esta homotecia manda cl segmento MN cn el segmento XY = XY ||| MN y MN Il BC

por lo tanto XY ||]| BC Como queriamos demostrar.

Problema 6

Dado un conjunto X y una funcién f : X = X, denotamos, para cada x € X, f1(x) = f(x)y, para cada ‘
j = 1,fi*Y(x) = f(fi(x)). Decimos que @ € X es un punto fijo de si f(a) = a. Para cada nimero real L
x, definimos m(x) como la cantidad de primos positivos menores o jguales que X. Dado un niimero entero
positivo n, decimos que f: {1,2,...,n} = {1,2,...,n} es catracha si f/®(k) = k para todo k €
{1,2,...,n}L
Pruebe que:

a) Si f es catracha, entonces f tiene al menos (n) - n(vn) + 1 puntos fijos.

b)Sin > 36, existe una funcion catracha con exactamente w(n) — m(v¥n) + 1 puntos fijos.

Solucion: n = {1,2,...,n} entonces f supraycctiva.
1-f(1)
2 - f(2)
3-f@3)e..n = f(n)

S,.cl menor entcro positivo tal que f5k(k) = k
flk)=(S)qg+rconge Zty 0 <r <q.
Sis > 0entonces fT(k) = kS | f(k)

fly =1 k=fI®k) = f1(k) = flk)=1

Sup S, > 1 entonces Sy /f(k)si f(k) = p primo— S(k) = p pues S > 1
Supongamos f una funcién catracha.
Sea S el minimo cntero positivo tal que f5k(k) = k
S existe pucs hay otro cntero {(k) que cumple lo mismo. Veamos que S 1 f (k).
Supongamos que f(k) =S, q+71 con0<r<S, y q€Z diggmos r > 0
Veamos que k = f/(k) = fSka+ (k)

=fSK@=D+r () = fS@=24T () L fT(K)
Pero 0 < r < S, y dijimos que Sy cra minimo,

Entonces r=0 y S, |f(/c) Veamos que como f cs biyectiva, entonces £~ (la funcién inversa de f) esta bien
definida.
Veamos que f(1) =1

seak=f11) o fl)=1k=fIOU)=fk)=flk)=1
« f(D=1
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m(n) — m(v/n) es la cantidad de primos p tales que Vn<p<n

Sea p un primo tal que v < p < n veamos que p es punto fijo de f; es decir§, =1

y = f-1 1 1 =
Supongamos k = f~1(p) siy solosi f(k) =p Nota: S = S, por la definicion de S ademas de
Luego Sy | p — Sk = 1en cuyo caso terminamos 6 Sy = p que F es biyectiva.

Supongamos S, = p
p est en un ciclo de tamafio p en el cual estan p, f(p), f2(p), ..., fP~1(p) todos diferentes
Como p =Sy = Spp) = Spzqpy -+ Spr=1 )

Si p,f(P).f*(p),....fP"(p) no [ueran todos
entonces p I f®). p | fr).p |f3(P): v P | fP i) dilerentes existiria un ciclo menos que Sy, lo cual

Entonces algin fi(p) = p? > n (paraalgunal < i <p —1) | noes posible por definicion.

Pcro cn cl rango de f solo cstan {1,2, ...,n} por lo tanto Sy no puede ser p cntonces S, = 1
Con csto se ha probado que f(p) =p Vp primo con Vi < p < ny también f(1) = 1 con csto ya no hay
n(n) — m(¥n) + 1 puntos fijos.

Veamos Sy = Syqy, [k (k) = k, — f5) (k) = f(k) , — f*(f (k) = f(k)
Sk |Sf(k) entonces Sg < Sg(x)

Aplicando lo anterior S vcces

Sk S Sr) S Spzpey S0 S Sf,«u;)-l(k) < Sy Por lo tanto todos son iguales.

Para crear la funcién f con cxactamentc m(n) — n(\/ﬁ) + 1 puntos fijos sc agrupara el conjunto {1,2,...,n} en

conjuntos dc la forma A = {ay, a,, as, ..., ap} Donde m | aq; V1<i<m y m csprimo luego la funciéa f
cumplird que f(a,) = a;,  f(az) = as, ..., f(@m-1) = am ¥ f(a,) = a, Los conjunlos serin ajenos.

Como vimos antcriormente 1, y todos los primo mayores (vn) son puntos fijos de F.

Sea X cl conjunto de ntimeros cn el dominio de f pero que no son puntos fijos. Los conjuntos A sc construyen
dc la siguientc mancra:

Sca P; ¢l primo mas grande quc aparccc cn cl producto de todos los niimeros cn un conjunto X. (P < (\/ﬁ)) luego
sca Xy, = (n:a €x y pila}, Xpsedivide en conjuntos de P clementos (de la forma A) todos los clementos scan
miltiplos de P;. Empezamos por lo mis grandes (ademds del numero Py X (1)) para que los clementos que no se
agruparon. (Los elementos que se agruparon se “quitan” del conjunto X).

Entonces todos los elementos que quedan en X (que no sc han agrupado en conjunto de la forma A) son multiplos
de 3 6 2. Como n = 36, los nimeros 6,12, 24, 18, 36, se encuentran cn dicho conjunto dc nimeros sin agrupar
veamos que se puede repartir de los niimeros en conjunto de la forma A con 2 elementos o 3 elementos.

Supongamos que se separan Y miltiplos de 2 y Z miltiplos de 3 (donde YNZ =0 y YUZ son todos los
nimeros no agrupados anteriormente excepto por 6,12,24,18 y 36).

e Si|X|=0(@nod2) y |Y| =0 (nod 3) Repartimos 2 y 3 niimeros de {6,12,24,18,36}a Xy Y
respectivamente.
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e Si|X]=1(mod2)y |Y|=0(mod 3) Repartimos los 5 niimeros a X
e Si|X]2=0 |Y]® =1 Repartimos los 5 nimerosa 'Y

e Si|X]?=1y |Y]® = 1repartimos 3 y 2 respectivamente a X y Y.

e Si|X|]2=0 y |Y|? =2 repartimos 4 y 1 respectivamente a X y Y.

e Si|X]| =1y |X| = 2repartimos 1 y 4 respectivamente a X y Y.

Tengamos todos un divisor menor a P; (mayor a 1) esto es posible porque luego de agrupar conjuntos de P, y
los nimeros 2Py, 3P,,...,(P, —1)P; ¥ (P, + 1)P; ticne todos algin divisor menor a P (si no hubiera al

menos P + 1 multiplos de P entonces habria exactamente Py, pues Py < Vn, y se pudieran quitar todas.

El proceso continua de manera similar que ahora con P,(el segundo mayor divisor primo del producto de los
numero en X) de los demas nimeros que quedan cn ¢l conjunto X (que no s¢ han quitado para ponerlos cn un
conjunto de la forma A) tomamos los miltiplos dc P,, cstos los agrupamos cn conjuntos de P, clementos de
la forma A (y los quitamos de X) de nuevo, pueden sobrar miximo P, — 1 clementos, pero se pueden cscoger
de los conjuntos de tal forma que los clementos que sobren sean algunos dc 2P,,3P,, ..., Po(P; —
1) y P,(P, + 1) que todos ellos ticnen algin divisor menor a P, {y no tiencn divisorcs primos mayores a P,
asi que aun estan en X no sc han quitado agrupado anteriormente).

El proceso descrito anteriormente continua hasta P; = 5 asi se ticnc que haya una cantidad par de elementos
en X (todos multiplos 2) asi que sc pueden hacer ]—':—I conjunto de la forma A cada uno con 2 elementos.

Y también como habra una cantidad maltiplo dc 3 dc nimeros en Y (Todos miltiplos dc 3) se pucden agrupar
todos cn conjunto de la forma A cada uno con 3 elementos.

Sim>n ym noesprimo —» 3p < Vn tal que p | m con p primo.

Luego la funcion F sc definc usando cada uno de los conjuntos de la forma A.

1—1 13—13 2535
2—14 14—2 26
39 15—-22 2724
4 16 28
5—10 17—-17 29-29
6 18 30
1-7 19—19 3131
8 20 32
9—-33 21 333
10—15 22 34
11—=1l 23—-23 35-5
12 24 36

Dividir el conjunto {1,2, ..., n} en conjuntos si un conjunto K clementos = tienc solo clementos miiltiplos de K.
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PERU: I
MIGUEL ANGEL CCACCYA CARHUAS

Problema 1
Para cada entcro positivo n, se define s(n) como la suma de los digitos de n. Determine el menor entero
positivo k tal que: s(k) = s(2k) = s(3k) = = s(2013k) = s(2014k):

Solucién:
Si K tiene alo mas 3 cifras, entonces S(k) = S (1001k) y como: Ks—; a2 0,b20,c20
ynoseccuentaelcos ;a=0,b=0,c=0 alavecz.

El producto 1001 k = 1001 —
abc

—_— —
abc X

1001
+

abc o
000 ?- Multiplicando de

manera
000 tradicional. - S(1001k) = 2(a+b+c)
= o = 25(k) =

abc abec

e Siktienc 5 cifras = k = 10000
e Siktienc 4 cifras: k = abcd

También se cumple S(k) = S(1001k)

Multiplicando
Omitimos los ccros y queda:

1001 abed
. abcd

LT ' abed +
1001 bed
abcd

0000
0000

abcd
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Resolvemos c6mo sera el resultado de la suma.

Tenemos: 2,b y 6 son las sobras en la suma
V< BO abcd + anterior, es decir.
— A+d=100 +x ,
aded C+6 =10b +v,
vwzyxbcd B+b=10 x +zya+« = v

caso l:x=0 2 vw =a ?2v=0yw=a
> S(1001k)= a+b+c+d+z+y+x= a+b+c+d = S(k)

2> B+b=02>B=0yb=0
2> C+0=02c=0y08 =0

2> A+d =02a=0yd=02k=0(2€)
Caso2: « = 1, sabemos quc las sobras o« , B, 0 y v son menores o iguales a

Caso2.1:a< 822vw < 922v=0yw=a+x
= S(1001k) = a+2+b+c+d+z+y+x 2 a+b+c+d+1
a+b+c+d = a+b+c++d+1(2€¢)

Caso22:a=9=2vw =102v=1,w=0

> B+b=1042z ,B<1yb<9y0< z

> 10> B+b=10+2z = 10,seda la igualdad
2> B=9b=1yz=0

> C+0 = 10 + y,anéloga al caso anterior

10 > c+60 =10+y =10
2> (C=9,0=1yy =0
2> 5(1001k) = 14+0+4+0+0+x+b+c+d=9+b+c+d 2>x=3
2> a+d=18ycomoa=9 2d =9

=2 K =9999.

*Demostraremos que k cumple S(k) = S(2k) =...= S(2014k)

Sabemos que S(m) = S(10*m) Yaque 10%m = (m)000..0
| S —

o
=> No trabajaremos con los S(ik) con 4 = 0 (mod 10) ya que estos saldrin de algiin j multiplicadora por

algtin 102 y también cumplird que S(1K) = S(jk).
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Tenemos S(ik),seai = abcd,cona=>0,b=20,c20yd =1yaqueabcd +# 0 (modl0)

= Como 9999 = 10000 — 1 tendriamos que i{,9999 es 10000i-i = abcd 0000 — abcd:

abcd0000 — restamos tradicionalmente
abcd
abc(d —1)(9 — a)(9 — b)(9 — c)(10 = d)

\_, 10 —d yaque d = 1-> el o presta una

derecha y queda 10 — d:

\ 4

Al prestar el 0 al de la derecha queda 9 y
como 0 << 9 P wec

B 9-¢,9-by9-a

> D el resto a la derecha quedad — 1

= S(abcd) = a+b+c+d-1+9-a+9-c+10-d=a+b+c
=2 K = 9999 cumple
El min es k = 9999, ya que cn 5 digitos seria = 1000.

Problema 2
Halle todos los polinomios P(x) con cocficientes reales tales que P(2014) =1y, para algiin entero c, se cumple

que: xP(x — ¢) = (x — 2014)P(x):
Solucién:

x=0-2014P(0)=0 - P(0)=0- P(x)=xQ (x) = x(x—c)Q(x—c) = (x—2014) x Q(x)
(x—¢) Q(x —¢) = (x —2014) Q(x) ... (i)

x=c = 0=(c—2014) Q(c),c = 2014 — (x—2014) Q(x —2014) = (x —2014) Q(x) de (0)

- Q(x—2014) =Q(x) » Q(x) = Q(x—2014) = Q(x-4028) =+ — Q esconstante

- P(x) = xk,ademas P(2014) = 2014K =1

+ k=—— —P(x)=-2-  prucba: xP (x—c)= (x—2014)P (x)

2014 2014 °’
x—2014 _ 2014y
2014~ 2014 50

c# 2014 - Q(c) =0 = Q(x) = (x—c)R(x)

= (x=¢)(x=2c)R(x—c) = (x—2014) (x —c) R(x) de (i) ... (i)

x=2c - 0= (2c —2014) R(2c), ¢ = 1007

= (x —2014) R(x — 1007) = (x — 2014) R(x) de (ii)

= R(x —1007) R(x) = (R(x) R(x — 1007) = R(x —2014) = R(x —4028) = --- = R es constante
P(x)=x ; Q(x)=x(x-1007) ; R(x)=x(x-1007)k
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Prueba: xP(x — c) = (x — 2014) P(x)
x[(x — 1007)(x — 2014)k] = (x — 2014) [x(x — 1007) k]
Ademas P(2014) = 2014-1007 , k=1
1
k=
2014-1007

P(x) _X&x=1007) 007
X =5014-1007 °

¢ #10070 = (2c —2014) R(2c)=R(2c)=0

R(x) = (x—2c)T(x)

(x=20) [(x=3c)T(x—¢)] = (x—2014)[(x — 2c) T(x)]
x=3c - 0= (3c—2014)T(3¢)

Como cesecntero = 3¢ —2014# 0 3c—2014 = 1(mod 3)
T(3c)=0

T(x) = M(x) (x = 3c)

(x = 3c)(x —4c) M(x —¢) = (x—2014) M(x) (x — 3¢)
(x—4c)M(x—c) = (x—2014) M(x)

x= 4c - (4c—2014)M(4c) = M(3c):0 =0 - M(4c)= 0

x =5¢c—= (5¢c—2014) M(5¢) = M(4c):c = 0 = M(5¢c)= 0

x = 13c —» (18c —2014) M(18c) = M(17¢)-14c= 0> M(18¢c) = 0

Trabajé cl M(5¢) cn funcién de M(4c) = 0 - M(5¢) = 0
y asi los demas que siguen ya que (xc — 2014) # 0

para @ € {4, ...,18}, ya que 2014 = 2+ 19 53, pero

x=19 - (19c-2014) M(19c) = M(18c)-15¢c = 0
c= 106

Sabemos que M(4c) = M(5¢) = .. = M(18c) = 0> M(x) = (x —4c)(x —5¢) ... (x — 18c) N(x) -
(x — 4¢)[(x = 5¢) ... (x = 19¢) N(x = ¢) = (x — 2014) [(x — 4c) ... (x = 1Bc)] N(x)

x—19¢c = x—-2014

N(x—c) =N(), N(x)=N(x—c)=N(x-2c)=..Nes constante

P(x) =x(x—¢) (x—=2c) .. (x—18¢c) k conc =106

Prueba: x P(x —c¢) = (x —2014) P(x),

x{(x=c)(x—2c..(x=19c) x} = (x — 2014) {x(x — ¢) ... (x—18¢)

19¢ = 2014

Ademis P (2014) = 2014(2014 — 106) (2014 — 2-106) ... (2014—18-106) =1
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L=y

k= Tor 10619

c#106

M(19c) =0

y asf otra vez M(20c) = 0 hasta M (37¢) = 0

x = 38c (38c —2014) M (38c) =34cM(37¢c) =0

(38c —2014) M(38¢c) =0

c=753

Sabemos que M(4c) = M(5¢c) =+ = M(37¢) =0

M(x) = (x —4c) (x—=5¢) .. (x=37c)N(x)

(x — 4¢) {(x = 5¢)(x —6¢) ... (x—=37c) N(x —c)} = (x — 2014) {(x — 4c) ... (x —38c) N(x)}
x = 2014 = x — 38¢

N(x—c¢c) = N(x), Nx) = N(x—c) = N(x—2x) =+ ¢ =53 N esconstante

M(x) = (x —4c) (x —5¢) ... (x—=37c¢) *k

y ya que operamos todo hasta que quede N (x —¢) = N(x) = k - es ficil ver que P(x) cumple (asi también

cra la prueba para los casos anteriores) P(x) = x(x —53) (x—2-53)... (x—=37-53)k

Ademis f(2014) =1 = 38-53-3753-3653.. 53k k = ,c# 53

38!5338
M(38¢) = 0
y asi otra vez hasta M(52¢) =0 , x =53¢ (53¢ —2014)M(53c) =49c M(52c) =0
(53c — 2014) M(53¢) =0 ¢ =38
Analogo a todos los casos antcriores tenemos que M(4¢) = -+ = M(52¢) =0
M(x) = (x — 4c) ... (x — 52¢)N(x)y reemplazaremos en N(x) = N(x —c)
N es constante, P(x) = x(x — 38) ... (x —52-38) k Con k obtenido de
P(2014) =1 = 53-38-52-38..1:38 -k
Realizamos el mismo método cn el caso ¢ # 38 — tenemos caso c =19y c # 19y en ¢ = 19 obtenemos:
P(x) = x(x—-19).. (x—=105-19) - k

k= 1—06'1_9’76- Cumple ya que operamos hasta reducirlo aun N(x) = N(x — ¢) y llegamos a que N es constante,
Enc # 19 tencmoscasosc =2yc # 2, En ¢ = 2 obtenemos

1

P(x) = x(x —2) ... (x=1006-2) -k, k=0

Enc# 2tenemos ¢ =1yc# 1 enc = 1 obtenemos P(x) = x(x—1) (x = 2) .. (x —2013) k
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k=—2 1 enc#l tenemos que M(2014c) = 0 y asi continuamos, de (uv)
2014117014 2014!

(x—4c) M(x —¢) = (x —2014) M(x), x =2015¢c
0 = M(2014c) - 2011c = (2015c2014) M(2015c¢), M(2015¢c) =0
y asi para todo x = ic, con i > 2015, ya que ic — 2014 # 0,yaquec€Z

7

M es nula para infinitos valores, 0 € = 0. Si M es nulo
— Pesnuloycumple;sic =0 - xP(x) = (x —2014)Px
Para todo x = 2014 — x para todo x P(x) es nulo. Todos los polinomios son esos.

NOTA: El valor del K esta indicado para cada polinomio.

Problema 4

Se tienen N monedas, de las cuales N — 1 son auténticas de igual peso y una cs falsa, de peso diferente de las
demas. El objetivo es, utilizando exclusivamente una balanza de dos platos, hallar la moneda falsa y
determinar si es mas pesada o ms liviana que las auténticas. Cada vez que se pueda deducir que una o
varias monedas son auténticas, entonces todas estas monedas se separan inmediatamente y no se pueflcn
usar en las siguientes pesadas. Determine todos los N para los que se puede lograr con certeza el objetivo.

(Se pueden hacer tantas pesadas como se desee.)

Solucién:

SiNespar>2 (en N =2, no sc asegura cual pesa més) Por induccién N = 4 Mcdimos 2 grupos dc 2 bolas y
escogemos al que pesa mas, ahora son los verdaderos y como ambas pesaban mas que las del otro grupo se deduce
que peso verdadera > peso falso — medimos las del otro grupo y la menos es la falsa del otro del otro grupo y la
menor cs la falsa. Si son distintas —= cl peso de ellos cs mayor al del otro (que se deduce son igualcs)

— peso falso > peso verdadero - como ya habjamos medido las bolas distintas cscogemos la mas pesada que scra

la falsa.

N = 2K cumple

N = 2K +2 Medimos 2 grupos de KH bolas y cscogemos al que pesa mas, ahora cscogemos 2 bolas de cse
grupo y las pesamos. Si pesan lo mismo las separamos y nos quedan 2K = por induccién podemos obtencr con
certeza lo que queremos obtener con certeza lo que quercmos.

Si pesan distinto — este grupo quc era el mayor contenia al falso y como el otro grupo de pcso menor son euros
verdaderos — se deduce que el falso pesa mds y como ya habiamos pesado dos mas y como ya habiamos pesado
dos distintos solo escogemos al que pesada mas que es ¢l falso.

Primero demostrarcmos que si pesamos 2 grupos con cantidades distintas no nos servira. Es facil ya que, como es
azar, te puede resultar este caso el grupo de menor cantidad tiene todos auténticos y el de mayor cl falso y las
restantes auténticos — saldra que cl grupo mayor pesa més que el menor y no aporta, ya que no hay la certeza de
que este caso no se d¢, o sea, se puede dar infinitamente cada vez que lo hagas.

Entonces las pesadas que haccmos las haremos en grupos iguales.

54



Publicacion del departamento de Matemdticas de la UPNFAI

.............................................. >

SiNesimpar (N =2k +1)

— la primera pesada ser4 entre 2 grupos de x bolascon 1 < x < Ky - Por azar se puede dar que las 2x bolas
sean todas iguales.

Para explicar hacemos induccion.

N = 3 Al hacer una pesada entre 2 grupos de 1 estos pueden ser iguales => se separan y queda el falso, pero no
sabemos si es mas liviano o pesado.

N=2K+1 U 2K-1,"k-3,..3

N = 2k + 3: Como habiamos dicho que sacan x bolas cn cada grupo para pasarlas en la balanza — Las 2x
pucden ser iguales — se separan— Te queda una cantidad impar menor con la que se trabajara — Por induccién
no sc puede asegurar.

En N impar no sc ascgura.

Prohlema 5

Sea ABC un tridngulo acutdangulo y I cl punto de interscccién de sus alturas. La altura desde A cortaa
BC cn D. Scan M y N los puntos medios de BH y CH, respectivamente. DM y DN intersectan a AB y AC cn
X e Y, respectivamente. Si XY intersectan a BH en Py a CH en Q, demuestre que H, P, D y Q estéin en
una misma circunferencia.

Solucion: /s
N
/ \
\AF
P 1 \
VAT \; \\
C 7 ~ "; X
/, N - n ',i;;.\ \\
/ //‘.\' N [/ M\
g N /4t N\
/’/: \ \ l/ i \
/‘,, -~ % \\\ \ .
/’ - \‘ \\ . - .
C { \a

Prolongamos Dx hasta p; Tq XAP = a — 0OPBDA es Ciclico ya quc BDP = a
Sca BAD = 0y N@D (ciclicos), ademéds al ser N punto medio » HN = ND = NC - NDC =0.
También MBD = MDB =a (por BM = MD = MH) - DAC = a (por ciclico DABDDB1)

- Tenemos que 4APB ~ A ADC y como XBP = YDC =0 - PX y DY son cevianas homdlogas — % =

AY

e = % — xpm = MBD = MD = a - o0XPDB cs ciclico » DPQ =

XBD, ademés por o C1BDM ciclico - CBD = DHQ - GBC = XBD = DPQ = DHQ
« P,D,Q y M son ciclicos.
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Problema 2

Ache todos os polindmios P(x) com cocficientes reais tais que P(2014) = 1 ¢, para algum inteiro
¢, sctem: xP(x-c) = (x- 2014)P(x):

Solucion:
0xp(0—c)=(0-2014) p(o) @ p(o) =0
Sendoassim, (x — 0)|P(x). SeiaP(x) = xQ,(x) Ondec Q, ¢ um polinomio de cocficicntcs reais. Scndo assim

xP(x — ¢) = (x — 2014)P(x) = x(x — €)Q,(x — €) = (x — 2014)Q, (x)x & (x = )@y (x — ¢) = (x — 2014)Q, (x)

Suponha-sc, agora, que ¢ nao ¢ um divisor de 2014 supstituindo x por ¢ na equacao acima,

obtem-se ¢ = 2014 VQ,(c) =0 Como cx2014, Q;(c) =0

Sendo assim, x — ¢ |Q;(x). SciaQ,(x) = (x — ¢)Q,(x)(x — €)@y (x = ¢) = (x — 2014)Q, (x) < (x—c)(x-
2¢)Q,(x — ¢) = (x = 2014)c(x — €)Q,(x) & (x — 2¢)Q;(x — ¢) = (x — 2014)Q;(x)

Q\(x)
(x-¢)(x-2¢)-.(x=(i-1)c)

Agora, serd provado que para todo i natural (x — ic)|Qy(x) ¢ que definindo Q,(x) =

obtema equasao:

(x —ic)Q;(x — ¢) = (x —2014)Q;(x) A demonst. Scra feita por indusao

Casobasc:i = 1

Ya foi apresentado

Passo de indusao:

Suponha-se que se tema equasao (x — ic)Q;(x — ¢) = (x — 2014)Q;(x)

En tao substituindo x por ic obtem-se ic — 2014 = 0V Q;(ic —2014) =0

Como ¢ A 2014, ic — 2014 # 0, logo Q;(ic — 2014)0.

Sendo assim, (x — ic) |Qi(x) seia Q41 (x) = (x — ic)Q;(x).(x — ic)Qi(x — ¢) = (x — 2014)Q;(x) &
& (x = (i + 1)) (x = ic)Qi41 (x — €) = (x — 2014) (x — ic) Q41 (x) &

& (x—=((+1)c)Qi41(x =) = (x—2014)Q;4,(x) , oque concluio o passo indusao.

Sendo assim, caso ¢ A 2014, P(x) temuma infinidade de raizes, o que e umabsurdo. Segue-se por tanto que ¢ | 201+
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Utilize-se a mesma notasao que na demonstrasao acima ya provamos pela demonct. Acima que paratodooi
natural tal que ic <2014 x —ic|Q,(x) eque

(X " 20140) Q2014(x — ¢) = (x — 2014)Q2014(x) & Q2014(x — €) = Q2014(%)
c ¢ : ¢

Tem-se entao que Q(L:.) (kc) é igual para todo o k inteiro, Seia Q(%u) (x) =XLoaix!, casonx1,
Escolhendo k arbitrariamente grande Q (%4_) (x) aproximar-sea tanto quanto se queira
de +00 ou -00 conforme o sinal de a,, pelo que Q($) (kc) nou pode ser constante a nao ser que

n = 0 (note-se Q('m%) (c) = a,) Sendo assim, seia d um divisor de 2014,

P(x) =x(x —d)..(x = (id)) .. (x — (2014 — d))x Q(w)(kc) como P(2014) =1 ex(x —d) ... (x —
(4
2014
(2014 — d)) = ( ) ((x) (d d ) P(x) =x(x-d)..(x - (2014 - d))(z—(:r)——zﬁ_;zj sendo d um qualquer
divisor de 2014. Tem-se que ¢ = d
Verificacao de que esta solucao funciona note-se que ¢ = d

P(x-c¢) = —gx (x — d)(x - 2d)(x — 3d) ... (x — (2014 — d))(x — 2014) = (f:i“—") P(x)

(5a")xd

Nota: d pode ser 1,2,19,38,53,106,1007,2014.

Q.ED.

Problema 4

Tem-se N moedas, das quais N — 1 sfio auténticas de igual peso e uma é falsa, de peso diferente das demais.
O objetivo é, utilizando exclusivamente uma balanca de dois pratos, achar a moeda falsa e determinar se é
mais pesada ou mais leve que as auténticas. Em cada vez que se possa deduzir que uma ou vérias moedas
siio auténticas, todas estas moedas sio imediatamente separadas e nio podem scr usadas nas pesagens
seguintes. Determine todos os N para os quais se pode garantir que o objetivo seja atingido. (Podem-se fazer
tantas pesagens quantas se deseje).

Solucién:

Resposta Para toda N par exccto dois.

Antes mais,caso a diferensa dec peso entrc a moeda falsa ¢ as autenticas deja minima, colocando mais monedas
num prato da balanra do que noutro, ese piato serd scmpre mais pesado do quc o outro, portanto esquccamos as
pesagens em que um tem mais moedas do que outro visto que essa pesagens nau nos dao intermacao nenhuma.
Prova de quc e impossirel achar a moeda falsa, caso N seja impar:

A prora sera feita utilizando inducao forte

Casobase: N = 3

A Unica pesagema fazer e comparar uma mocda com outra, Suponha-se que csas moedas que toram pesadas sao
iguais, sabemos quc a moeda restante ¢ a falsa no entanto nunca poderemos saber see mais leve ou mais pesada do
que as demais

Passo de indusao:
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Suponha-se que a hipotese e valida para todos os impares menores que N.
Execute-se uma pesagem com m moedas num lado e m moedas do autra

! rdem WM

Casol:m<iz_—x-

Nesse caso, caso o resultado da pesagem seja que osdois grupos de moedas pcsam 0 mesmo, sabemos que as 2m
moedas sao autentica e restamos un total N — 2m imoedas de onde temos que descubrir a falsa. No entano N -2m

e impar e por hipotese de inducao forte e impossivel fazer tal corsa.

N-1
Caso2:m = o=

Neste caso, caso o resultado da pesagem seja que osdois grupos de moedas pesam o mesmo, sabemos que a moeda
restante e a falsa, no entanto, nunca podercmos saber se ¢ mais leve ou mais pesada que as demais.

Prova de que para todo N = 0 (imod 4) e possivel achar a moeda falsa e determinarsc e mais pesada ou mail leve:
A prova seré feita por indusao porte

Caso base: N = 4

Coloquem-se duas mocdas num plato e duas moedas noutro. Duas dessas moedas serao pesadas du que as outras.
Comparem-se essas duas moedas.

Caso uma scja mais pesada que a outra, entao essa mocda e a falsa o e mais pesada du que as o de mais.

Caso essas duas moedas scjam iguais e porque sao autenticas nesse caso comparcm-se as restantes duas moedas ¢
a mais leve scra a falsa, sendo mais Icve que as outras.

Passo dc indusao:
Suponha-sc que a hipotese ¢ valida para todos os multiplos dc 4 menores que N.

y N N
Estrategia: 1. Passo: comparar ;moedas com = mocdas.

2. a. passo: pcgar cm duas moedas pesadas da 1 pesagem, junta-las a duas moedas leves da 1 pesagem juntamente
com duas mocdas leves da | pesagem. Caso na 2 pesagem, os dois grupos de moedas scjam iguais as 8 mocdas em

. . . N .
analise sao autenticas. Sobram-nos N — 8 mocdas das quais sabemos que um grupo de =4 mocdas e mais pesado

N . ;
que o restante grupo de 5 = 4 mocdas. Por indusao ¢ possivel achar a mocda falsa.

Caso na 2 pesagem um grupos de moedas (A) seja mais pesada do que o outro grupo de moedas (B), sabemos que
a moedas falso e uma das seguintes: uma das 2 moedas pesadas ( 1 pesagem) de A ou uma das duas moedas leves
( 1 pesagem) de B. como javimos ser possivel descubrir a falsa caso N = 4 o passo de indusao esta concluido.
Prova de que caso N = 2(mod 4) y N # 2, e possivel achar a falsa ¢ indicar se ¢ mais pesada ou mais leve:

A prova seri feita por inducao forte

Casobase N = 6
Estrategia: ler passo: comparar 3 moedas com outras 3 mocdas
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2do passo: comparar 2 moedas pesadas(lera pesagem) grupo A com 1 moeda pesada e 1 moeda leve (lera
pesagem) grupo B

Caso o resultado da 2da pesagem seja igual comparem-se as restantes duas moedas leves € aquela que foy mais
leve sera a falsa, sendo mais leve que as de mais.

Caso o grupo A seja mais pesado que u grupo B, a moeda falsa e a moeda pesada (lera pesagem) do grupo B.

Caso o grupo A seja mais pesada que u grupo B , a moeda ou e uma das duas moedas pesadas (lera pesagem) du
grupo A ou a moeda leve (lera pesada) do grupo B comparem-se as 2 moedas pesadas do grupo A. Caso uma seja
mais pesada que a outra, essa ¢ a falsa, sendo mais pesada que as de mais. Caso as 2 moedas pesadas (1era pesagem)
do grupo A sejam iguais a moeda falsa ¢ a moeda leve do grupo B.

Passo de inducao:
o . N N
Estrategia: ler passo: comparar 3 mocdas com outras 5 mocdas

2do passo: comparar 2 mocdas pesadas (lcr pesagem) chamemos grupo A a cste grupo de moedas, com 2 moedas
leves (ler pesagem) chamemos grupo B a cste grupo de moedas.

Caso o grupo A scjc mais pesado que o B, sabe-sc que a moeda falsa esta entrc as duas moedas pesadas (ler
pesagem) do grupo B c toi visto que caso N = 4 e possivel achar a falsa.

Caso os dois grupos pescm o mesmo sabe-se que a moeda falsa esta entre as mocdas que nao foram utilizadas na
2da pesagem e por hipotese e possivel achar a falsa para N-4,(Nota: neste caso a informacao que se teria apos 0
ler passo para N-4, pelo que nao afcta a estrategia. Basta de seguida comensar 2do passo para N-4).

B nao pode ser mais pesado que A.

Problema 5

Seja ABC um triingulo acutingulo ¢ I1 o ponto de intersegiio de suas alturas. A altura relativa ao vértice A
corta BC em D. Scjam M e N os pontos médios de BH ¢ CH, respectivamente. DM e DN intersectam AB ¢
ACem X e Y, respectivamente. Se XY intersecta BH em P e CII em Q, demonstre que H, P, D ¢ Q estio

numa mesma circunferéncia.

Solucidn:
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Sea E la altura de B en relacion con AC y F la altura de C en relacién de AB. [BFHD] y [DHEC] son ciclicos.
Como M es punto medio de [BH]y < BFH = < BDH = 90°, M es el centro de la circunferencia circunscrita a
[BFHD)]. De forma analoga N es el centro de la circunferencia circunscrita a [DHEC]. Siendo asi £ NDC =

£ NCD = 90° — B, asi como 2 MDB = 2 DBM =90° —C.

Ahora como M y N son puntos medios de [BH] y [CH] se sigue que MN || BC. Sea d(p) la distancia de un punto
“»" a BC. Caso dos puntos Uy W que estan en el mismo semiplano definido por BC, UW || BC < d(U) = d(W).

Siendo asi:

BM _ sen(90°-C)

N —— DM
d(M) = d(N) & DM x sen(90° - C) = DN x sen(90° — B). O sea: == = =% = o5y

Ahora £ HND = 180° — 2 DHN — £ HDN = 180° — 2B, 2 CNY = £ HND =180° — 2B
£NYC =180°— 2 CNY — ZNCY = 180° — (180° — 2B) — (90° —A) = 2B+ A —90
De forma andloga, £ MXB = 2C + A —90.

Obsérvese 2 NYC + £BXM =2B+ A—90+ 2C + A —90 = 180° Pero: sen(< NYC) = sen(£ BXM).
Ahora por teorema de los senos:

_ NC x sen(90 - 4)

~ sen(2B + 4 —90)

_ BM x sen(90 - A)

3

MX =
sen(2C + A —-90)
: ; ; NY _NC _ DN s . DN+NY _ DN DY _ DN
s licarque: —==—==— : — == ===
Esto viene a implicar que: == = == = — O que implica: SR DN >% = D

Esto vienc a implicar que XY | MN como MN || BC, XY || BC.

Ahora como XY || BC, £QYD = £YDC =90 - B. Siendo asi QYD = £ QCD =90 — B. Lo quc implica
[DQYC] es ciclico, lo que implica 2 QDY = 2QCY =90 - A
Dc forma andloga, [DPXB] es ciclicoy 2 XDP = £ XBP =90 — A.

Siendo asi:
£HDQ = £ HDN — £ QDN = B - (90° — A) = 90° — (, como PQ |l BC.
£LHPQ = £ HBC = 90° — C siendo asi £ IIPQ = £ HDQ, tenemos que [HPDQ) es ciclico.
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