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Problema 1. (Teoria de Nimeros)

Para un entero positivo n, definimos s(n) como la suma de los digitos de n. Encontrar el menor entero positivo k

tal que: s(k) = s(2k) = s(3k) =...= s(2013k) = s(2014k).

Solucion:

Supongamos quc k tiene menos de 4 digitos. Como s(k) = s(1001k) = s(1000k + k) = 2s(k) se llegaa s(k) = 0,
lo cual es una contradiccion.

Supongamos que k tiene exactamente 4 digitos, k = abcd. Notemos que 1001k = abcd000 + abcd que termina
en bed, por lo tanto s(abed + a) = a. Si (abed) + a < 9999, su digito de la izquierda seria al menos a y entonces
s(abcd + a) > a pues 9999 = abcd + a > a000, una contradiccion. Por lo tanto abed + a > 9999. De aqui

se concluye que a = b = ¢ = 9 y finalmente como 5(999d + 9) = a = 9 sc tiene que d = 9, por lo tanto
k = 9999 cs la Gnica posibilidad de 4 digitos.

Ahora veamos que k = 9999 cumple la condicion, cs decir que parar — 1,2,3, ....2014,

se tiene que s(kr) = s(k) = 36. A esos valores de r los pensamos como niimeros dc 4 digitos Wxyz (agregando
ceros a la izquicrda si cs neccsario), ademas podemos suponcr que r no termina en 0 ya que si t cs el nimero que
resulta de quitarlc a r los ceros de la derccha hasta que el digito de las unidades sea diferente dc cero, es claro que
5(9999r) = s(9999¢).

Entonces  $(9999r) = s(10000r — r) = s(wxyz0000 — wxyz)

= s(wxy(z - DO - w)(9 - 1)@ - »)(10-2))
=w+x+y+z-1+9-w+9-x+9-y+10-2z2

=36, Lo que concluye la prueba de que k = 9999 cs el minimo.

Problema 2.

Hallc todos los polinomios P(x) con cocficientes rcales tales que P(2014) = 1y, para alg(n cntero c,
sc cumple que: xP(x — ¢) = (x — 2014)P(x)

Solucion:

Observemos que no hay ninguna solucién con P constante, pues deberia ser P(x) = 1y entonces x = x — 2014,
absurdo. Busquemos solucioncs de la forma P(x) = a,x™ + Ap-1 X" 1+ +ax+aconn=21ya, #0.
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Entonces x(an(x — )"+ ap_1(x —c)" 1 + -+ ag) = (x — 2014)(apx™ + Ap-1X""1 + -+ + ap), de donde:
A x™ + (ag_q — NCaR)X ... = apx™ + (ap-y — 2014ap)x™ + -
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Entonces ap_, — N€ay = Gn_3 — 2014a, o seanc = 2014. Por lo tanto n debe ser un divisor entero positivo de
2014, es decir un elemento del conjunto {1,2,19,38,53,106,1007,2014},y ¢ = 2014 /n.

Dado un par (n, ) de estos, poniendo x = nc = 2014 en xP(x — ¢) = (x — 2014)P(x)
resulta que P((n — 1)c) = 0. Poniendo ahora x = (n — 1)c resulta P((n — 2)c) = 0, y asi sucesivamente se llega
aque P(n—1)c) =P((n—2)c) =+ =P(2c) =P(c) =P(0) =0.

Por lo tanto P(x) = bx(x — ¢)(x — 2¢) ... (x — (n — 1)c) para alguna constantc b. Poniendo x = 2014 se tiene
1=P(2014) = P(nc) = bnc(n = 1)c(n — 2)c ... 2c.c = bc™nl.

Luego hay 8 soluciones de la forma: P(x) = ey x(x=c)(x-2¢)..(x=(m-1)c),
Parane {1,2,19,38,53,106,1007,2014} y ¢ = 2014/n. Por ejemplo para n = 1 se ticne =tug. paran = 2 sc

i 2014
577 X(x — 1007), etc.

tienc

Problema 3.

Sobre una circunferencia se marcan 2014 puntos. Sobre cada uno de los(zozu) scgmentos cuyos extremos son dos
de los 2014 puntos, se cscribe un namero real no negativo. Se sabe que para cualquier poligono convexo cuyos
vértices son algunos de los 2014 puntos, la suma de los nimeros cscritos en sus lados cs menor o igual a 1.
Determine el maximo valor posible de la suma de todos los niimeros escritos.

Solucion:

Resolveremos el problema para 2n puntos, suponiendo sin pérdida de gencralidad que estos puntos forman un 2n-
gono regular. La respuesta es n%2. Primero daremos un ejemplo con csta suma, y luego probaremos quc clla no
puede ser sobrepasada.

Ejemplo: sobre los scgmentos que unen puntos consecutivos de la circunferencia, cscribimos 1/2n. Sobre los
segmentos que unen puntos a “distancia” de 2 arcos, escribimos 2/2n. En general, sobre los segmentos que unen
puntos a “distancia” de k < n arcos, escribimos k/2n.Como para k < n hay 2n segmentos con extremos a distancia
k arcos, y para k = n hay solo n de esos segmentos (los diametros), la suma total sera:

1 2 n-1 n _n(n-1) , n _ n?
Mottt ) =T =

Para este ejemplo se cumple que la suma de los nimeros escritos en los lados de cualquier poligono convexo cuyos
vértices sean algunos de los 2014 puntos es menos o igual que 1. En efecto, numeraremos los puntos de | a 20 14
en sentido anti horario y supongamos que los vértices del poligono son los puntos iy, iy, ....., ix,con1 < i) < i, <
++ < i} < 2n. Si todos los arcos orientados de i, ai,;, y €l de ixai, son menores o iguales que una
2n—(ll,_

- . , b2—iy B3 lk=ij_ y _ 2
semicircunferencia, la suma sera: Ly —24 ..+ k=1 4 l="n=
Zn 2,-, Zn 27[ zn
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Si uno de los arcos es mayor que una semicircunferencia, suponiendo sin pérdida de generalidad que sea el que va
de iy a i (es decir q iy — i{; < n), entonces la suma sera:
=i 3= b=y =iy 20k —i) =i _mn

+ -+ <-—=1
2n 2, 2, 25, 2n n n

Probemos ahora que la suma de S no puede superar a 1. Sea S, la suma de los nimeros correspondientes a
diametros. Considere la suma sobre todos los lados de todos los rectangulos con vértices en los 2, puntos. Cada
segmento que no es diametro es lado de exactamente un rectangulo. Por otro lado, como cada rectangulo queda

determinado por sus diagonales no ordenadas, que son diametros, hay ('2‘) rectangulos. Por lo tanto:

§—s1<X0D
2
Ahora considere la suma sobre todos los triangulos rectangulos con vértices en los 2, puntos. Cada lado no es
diametro es lado de exactamente 2 de esos triangulos, mientras que cada didmetro es lado de exactamente 2n — 2
de esos triangulos. Por otro lado, hay cxactamente n(2n — 2) triangulos rectangulos (pues cada uno de ellos queda
determinado por un didmetro y un vértice no perteneciente al diametro). .

Por lo tanto 2(S — S§1) + (2n— 2)S1 < n(2n — 2), es decir que 25 + (2n — 4)S1 < n(2n—-2)

Ahora, si se multiplica (1) por 2n — 4 y se suma a (2), resulta: (2n — 2)§ < "—(nw + n(2n — 2), de donde
S < n?/2.

Problema 4

Sc tienen N moncdas, de las cuales N — 1 son auténticas dc igual pcso y una es falsa, de peso diferente de las
demas. El objctivo cs, utilizando cxclusivamentc una balanza de dos platos sin pesas, hallar la moncda falsa y
determinar si cs mas pesada o mas liviana que las auténticas. Si en cl proceso de pesadas uno puedc deducir que
cierta moneda cs auténtica, entonces csta moneda se separa y no se puedc usar cn las subsiguientes pesadas. Hallar
todos los N para los quc se pucdc lograr con certeza el objetivo. (Se pueden hacer tantas pcsadas como se desee).

Solucion:

Es claro que ni N =1 ni N = 2 son admisibles. Tampoco lo es N = 3, pues la tinica manera de proccder es
comparar dos monedas, una en cada plato: si hay cquilibrio, las dos son auténticas y no se pueden usar mas. Luego
la tercera moneda es falsa pero no se puede decidir si es mas pesada o mas liviana que las auténticas. De modo
que, en general no se puede lograr el objetivo. Una induccién simple nos permite concluir lo mismo para todo N
impar. Ya hemos vistos los casos base N = 1 y N = 3; supongamos que los impares menores que 2k + 1 no son
admisibles. Dada 2k + 1 monedas, la primera pesada debe involucrar m monedas en cada plato (1 < m < k), en
total 2m monedas. Si el resultado es de equilibrio, entonces esas 2m monedas son autenticas y deben ignorarse en
las siguientes pesadas. Entonces la tarea se reduce al caso 2(k —m) + 1, que no es admisible por hipdtesis
inductiva. Veamos ahora que todo N > 4 par es admisible. De nuevo proccdemos por induccidn, con casos bases
N =4 y N = 6 y paso inductivo 2k — 2k + 4. Para N = 4 comenzamos comprando las monedas 1 y 2 con las 3




y 4. No puede haber equilibrio, de modo que todas las monedas se pueden volver a usar. Supongamos que el grupo
1, 2 es mas liviano que el 3 y 4. Entonces la falsa esta entre 1 y 2 si es mas liviana, y entre 3 y 4 si es mas pesada.
Comparamos 1 y 2. Si hay equilibrio ambas son auténticas (y no se pueden usar de nuevo) y la falsa esta entre 3
y 4, y es mas pesada que las auténticas. Luego comparamos 3 con 4, que seran de pesos distintos. La mas pesada
sera la mas falsa. Si una entre 1 y 2 es mas liviana, entonces esa es la falsa (esta tiene que estar entre 1 y 2 en este
caso, y por ende, ser la mas liviana).

Para N=6 comparamos 1, 2, 3 con 4, 5, 6. No puede haber equilibrio y todas las monedas volver a usarse.
Supongamos que el grupo 1, 2, 3 es mas liviano que el 4, 5, 6. Entonces falsa esta entre 1, 2, 3 (entre 4, 5, 6) siy
solo si es mas liviana (més pesada). Ahora comparamos 1, 2 con 3, 4. Si hay equilibrio entonces 1, 2, 3, 4 son
auténticas (y no se pueden volver a usar). La falsa es 5 o 6, luego es mas pesada. De modo que comparamos 5 y 6,
una de cllas es mas pesada y es la moneda falsa. Supongamos que ¢l grupo 1, 2 cs mas pesado que el grupo 3, 4.
Entonces lo anterior implica que la moncda falsa es 3, y ¢s mas liviana. Finalmente, si cl grupo 1,2 mas liviano
que cl grupo 3,4, entonces la moncda falsa esta entre 1, 2 (y cs mas liviana) o es 4, y ¢s mas pesada. Comparamos
I'y 2. Si son del mismo peso entonces 4 cs la falsa y cs més pesada; si no; la mas liviana entre 1, 2 cs falsa.

Para el caso inductivo 2k = 2k + 4 considcramos 2k + 4 monedas con la propicdad dada, y comparamos 1, 2 con
3, 4. Si hay equilibrio, ignoramos csas cuatro monedas. Se aplica la hipotcsis inductiva a las 2k monedas restantes
y listo. Si en cambio no hay equilibrio, la moneda falsa cs una de las cuatro. Como las cuatro sc pueden usar dc
nuevo, la tarca al caso base N = 4 que ya hemos analizado.

Problema §

Sea ABC un tridngulo con ortocentro H. La altura desde A corta a BC cn D. Scan M y N los puntos medios de
BH y CH, respectivamente. DM y DN intersectan a AB y AC cn X ¢ Y, respectivamente. Si XY interscctan BH
cn Py a CH en Q, demuestre que cl cuadrilatero HPDQ es ciclico.

Solucién:
Aplicando cl Tcorema de Menclao a los tniangulos ACH

y ABH con las rectas CH y BH respectivamente, se tienc

AYCNHD _ . _ AXBMHD

¢ YCNHDA — ~ XBMHDA’
AY _ AX
Pero CN = NH y BM = MH, entonces o= Bx

Por lo tanto XYIBC.
Sea F la interseccion de la recta CH con BC. Por ser AD y CF alturas, se tiene que el cuadrilatero BDHF es ciclico,
de esto se obtiene que LAHF = £ABD.

Como es M es punto medio de la hipotenusa del triangulo HBD entonces M es un circuncentro,

por lo tanto ZPBD = £XDB. De esto se sigue que PXBD es un trapecio isdsceles, por lo tanto 2ZXBD = £PDB.
Entonces £HQP = £HCD = 90° — £CHD = 90° — LAHF = 90° — £ABD = 90° — £PDB = £HDP, lo cual
implica que el cuadrilatero HPDQ es ciclico.




Problema 6
Sea n un nimero entero positivo y f:{1,2,...,n} = (1,2, .., n} una funcién tal que f/*)(k) = k para todo
k €{1,2,....,n}, donde f*(k) denota la t-ésima iteracién de f sobre k. Si r(m) denota la cantidad de primos
positivos menores o iguales que m, demostrar que:

a) f tiene al menos m(n) — w(vn) + 1 puntos fijos.

b) Existe f con a lo sumo t(n) — m(vn ) + 2 puntos fijos.

Solucién:
a) Primero probaremos que f es biyectiva. En efecto, es claro que f es sobre, y como f va de un conjunto finito
en sf mismo, esto implica que es biyectiva
(Alternativamente: f(a) = f(b) = a = f/@(a) = f/®)(a) = f/®)(b) = b, l.e., f es inyectiva).

Asi podemos considerar al conjunto {1,2,....,n} como una unién disjunta de ciclos de la forma
(ay,az ....,ax), donde f(a;) = a;,+, tomando los indices modulo k, es decir f(a;) = @41

para i = 1,2,...,k — 1y f(a,) = a,. Para cada uno de estos ciclos (a,a; ..., @), si tomamos cualquier
elemento a; tenemos que a, = f/@)(a,), entonces f(a;) debe ser maltiplo de k para todo i, de donde k
divide a a;= f(a;-,) para todo i. Ahora bien, si p es primo y vVn <p < n, p pertenece a algin ciclo
(ay,a;z ....,a), Se sigue que k divide a p, de modo que k = 10 k = p entonces p divide a ay,a; ...., G,
pero esto es imposible pues como vn < p se tiene n < p?y no hay p maltiplos distintos de p entre 1 y n.
Luego k =1, es decir, p es un punto fijo de /. Esto nos da m(n) — m(v/n) puntos fijos. Por otra parte, sea a
tal que f(a) = 1. Luego a = f/@(a) = f(a) = 1, es decir que 1 también es un punto fijo. Asi f ticne al
menos (n) — m(vn) + 1 puntos fijos.

b) Supongamos que se tiene una particién de {1,2, ..., n} cn conjuntos disjuntos ¢, 3, ..., Cs; tales que si k; = |¢;|
entonces k;|x para todos x € ¢;. Si ¢; = {ay,1, a2,k }, definamos f(a,;) = a; 4y paraj =1,2,... .k —1
y f(a;, k;) = a;. Esta funcién cumple la condicién f f&) (k) = k para todo k € {1,2, ...., n}. Entonces para
probar la parte (b) basta hallar la particion cy, ¢a,..., ¢, de modo que a lo sumo m(n) - n(¥n) + 2delosc;
tengan un solo elemento.

Harcmos la construcci6n de la siguiente manera: sean 2 = p; < p, < *** < p; los primos menores o iguales que
vn. Tomemos a p y si p; > 2, consideremos todos los multiplos de py entrc 1 y n y los ponemos en conjuntos
de a p, niimeros, tomando los p, mayores miltiplos primero, después los siguientes p, multiplos mas grandes, y
siguiendo asi, hasta que nos queden a lo sumo py — 1 nimeros sobrantes. Si no queda ninguno nos detenemos, y
si no, sean Py, 2Pk, .- ., Mpy los multiplos restantes, con m < py — 1. Como py, < V1, se tiene p,2 < n, lo cual
asegura haber agrupado al menos p; nimeros. Ahora intercambiamos pj por el p(px + 1), que Jebe estar er.
algin conjunto (pues si p,(px + 1) > n entonces habria solo p, multiplos de p, y nos habriaiios Jdetenido).
Entonces nos sobran a lo sumo los multiplos 2py, ... (px — 1)k ¥ €l px(Px + 1). Nos detenemos. En general, tras
haber hecho esto para el primo p(+1, tomamos el siguiente primo py, y si p; > 2 consideramos sus multiplos quc
quedan entre 1 y n. Notemos que quedan al menos los multiplos py, 2p;, ... p;%, pues ninguno ha sido removido
antes (ya que todos sus divisores primos son a lo sumo p;). Por lo tanto podemos agruparlos desde el mds grande
al mds chico en por lo menos un conjunto de p; nimeros, hasta que no quede ninguno o bien a lo sumo p;-1 de
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Problema 6
Sea n un nimero entero positivoy f:(1,2,...,n} = {1,2,..., n} una funcién tal que f/® (k) = kpara todo
ke{1,2,...,n},donde f'(k) denota la t-ésima iteracion de [ sobre k. Sl m(m) denota la cantidad de primos
positivos menores o iguales que m, demostrar que:

a) f tiene al menos m(n) — m(vn) + 1 puntos fijos.

b) Existe f con a lo sumo (n) — m(¥n) + 2 puntos fijos.

Solucién:
a) Primero probaremos que f es biyectiva. En efecto, es claro que f es sobre, y como f va de un conjunto finito
en sf mismo, esto implica que es biyectiva
(Alternativamente: f(a) = f(b) = a = f/@(a) = f/®)(a) = f/®)(b) = b, l.e., f es inyectiva).

Asi podemos considerar al conjunto {1,2,...,n} como una unién disjunta de ciclos de la forma
(ay,a; ....,ay), donde f(a;) = a4, tomando los indices modulo k, es decir f(a;) = ai+1
parai=12,...,k —1y f(ax) = a,. Para cada uno de estos ciclos (a,, a; ...., @), si tomamos cualquier
elemento a; tenemos que a; = f/(@)(q,), entonces f(a;) debe ser maltiplo de k para todo i, de donde k
divide a a;= f(a,_,) para todo i. Ahora bien, si p es primo y Vn <p < n, p pertenece a algin ciclo
(ay,a; ....,a;), Se sigue que k divide a p, de modo que k = 1 0 k = p entonces p divide a ay, az ..., Gy,
pero esto es imposible pues como Yn < p se tiene n < p?y no hay p maltiplos distintos de p entre 1 y n.
Luego k = 1, es decir, p es un punto fijo de £ Esto nos da m(n) — m(v/n) puntos fijos. Por otra parte, sea a
tal que f(a) = 1. Luego a = f/(@(a) = f(a) = 1, es decir que 1 también es un punto fijo. Asi / ticne al
menos m(n) — m(vn) + 1 puntos fijos.

b) Supongamos que se tiene una particioén de {1,2, ..., n} cn conjuntos disjuntos ¢,, €z, ..., Cs; tales que si k; = |¢
entonces k; |x para todos x € ¢;. Si ¢; = {a,1, 1,2, 4y , }, definamos f(a;y) = a; 4y paraj =1,2,....k; — 1
y f(a, k) = a;,. Esta funcién cumple la condicién f/®) (k) = k para todo k € {1,2, ....,n}. Entonces para
probar la parte (b) basta hallar la particion ci, ..., ¢s de modo que a lo sumo n(n) — n(vn) + 2 delos c;
tengan un solo elemento.

Harcmos la construccién de la siguiente manera: sean 2 = p; < p, < **+ < p, los primos menores o iguales que
vn. Tomemos a px y si px > 2, consideremos todos los multiplos de pj entrc 1 y n 'y los ponemos en conjuntos
de a p, nimeros, tomando los p, mayores multiplos primero, después los siguientes p, multiplos mas grandes, y
siguiendo asi, hasta que nos queden a lo sumo p; — 1 nimeros sobrantes. Si no queda ninguno nos detenemos, y
si no, sean py, 2py, ..., mpy los multiplos restantes, con m < p; — 1. Como py, < Vn , se tiene px® < n, lo cual
asegura haber agrupado al menos py nimeros. Ahora intercambiamos py por el p,(px + 1), que Jebe estar er.
algin conjunto (pues si px(Px + 1) > n entonces habria solo p, miltiplos de p, y nos habriamos detenido).
Entonces nos sobran a lo sumo los multiplos 2py, ... (B — 1)px y el px(px + 1). Nos detenemos. En general, tras
haber hecho esto para el primo p;41, tomamos el siguiente primo py, y si p; > 2 consideramos sus miltiplos quc
quedan entre 1 y n. Notemos que quedan al menos los multiplos py, 2p;, ... p;2, pues ninguno ha sido removido
antes (ya que todos sus divisores primos son a lo sumo p;). Por lo tanto podemos agruparlos desde el mis grande
al més chico en por lo menos un conjunto de p; nimeros, hasta que no quede ninguno o bien a lo sumo p;-1 de
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cllos. que serdn de la forma p;, 2p;, ..., mp; paraalgin m < p; — 1. En tal caso, tomamos a p; y lo intercambiamos
por el p;(p; + 1), que debe estar en algin conjunto pues p;(p; + 1) < (Pi+1 — 2)(pi+1 — 1) < pis12 < n).

Notemos que p;(p; + 1)no ha sido removido durante los pasos para p; con j > i, por ser p; > 2, lo que implica que
p; no divide a p;(p; +1). Asi nos quedan a lo sumo los multiplos 2p;, ... (pi — 1)p; y el pi(p; + 1), y nos
detenemos. De esta manera nos quedara finalmente el primo p; = 2. Para este, agrupamos de a 2 todos los niimeros
pares que queden, menos a lo sumo 1. Tras este paso, miremos que nimeros quedan sin agrupar (los niimeros ya
agrupados forman conjuntos como los que nos interesan). Sea m un entero positivo entre 2 y n inclusive, y p su
menor divisor primo. Sip > 3y mes compuesto, seam = pk. Luego k = p,y entonces m habra sido agrupado
al cabo del paso del primo p (notar que k # p + 1 por la minimalidad de p, que nos dice que m es impar).

De los numeros pares, hay a lo sumo uno sin agrupar. Finalmente, los nimeros que no son de estas formas son cl
1 y los m que tienen su menor divisor primo p mayor que v , en cuyo caso es cvidente que m = p; cstos nimecros

son entonces los primos p con Yn < p < n. De esta manera nos quedan sin agrupar a lo sumo m(n) -mw(Vn) + 2
numeros, que ponemos en conjunto de a un clemento, y listo.
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Honduras, 2014

DIA 1

San Pedro Sula, 23 de septiembre de 2014

Problema 1.
Para cada entero positivo 7, se define s(n) como la suma de los dfgitos de n. Determine el
menor entero positivo k tal que

s(k) = s(2k) = s(3k) = --- = s(2013k) = s(2014k).

Problema 2.
Halle todos los polinomios P(z) con coeficientes reales tales que P(2014) = 1 y, para algin

entero ¢, se cumple que
zP(z — c) = (z — 2014) P(z).

Problema 3.
Sobre una circunferencia se marcan 2014 puntos. Sobre cada uno de los segmentos cuyos
extremos son dos de los 2014 puntos, se escribe un nimero real no negativo. Se sabe que

para cualquier poligono convexo cuyos vértices son algunos de los 2014 puntos, la suma de
los niimeros escritos en sus lados es menor o igual que 1. Determine el maximo valor posible

de la suma de todos los mimeros escritos.

Duracion de la prueba: 4 horas y media.
Valor de cada problema: 7 puntos.

Publicacién del departamento de Matemdticas de la UPNFM
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Matzmaiica

DIA 2

San Pedro Sula, 24 de septiembre de 2014

Problema 4.

Se tienen N monedas, de las cuales N — | son auténticas de igual peso y una es falsa, de
peso diferente de las demas. El objetivo es, utilizando exclusivamente una balanza de dos
platos, hallar la moneda falsa y determinar si es mas pesada o mas liviana que las auténticas.
Cada vez que se pueda deducir que una o varias monedas son auténticas, entonces todas estas
monedas se separan inmediatamente y no se pueden usar en las siguientes pesadas. Determine
todos los N para los que se puede lograr con certeza el objetivo. (Se pueden hacer tantas
pesadas como se desee.)

Problema 5.

Sea ABC un triangulo acutdngulo y H el punto de interseccién de sus alturas. La altura
desde A corta a BC en D. Sean M y N los puntos medios de BH y CH, respectivamente.
DM y DN intersectan a ABy AC en X e Y, respectivamente. Si XY intersecta a BH en
Pya CH en Q, demuestre que H, P, D y @ estén en una misma circunferencia.

Problema G.

Dacdo un conjunto X y una funcién f: X — X, denotamos, para cada = € X, f'(z) = f(z)
y, para cada j > 1, f7*1(x) = f(f!(z)). Decimos que a € X es un punto fjo de f si f(a) = a.
Para cada nimero real z, definimos 7(x) como la cantidad de primos positivos menores o

iguales que .

Dudo un niimero entero positivo n, decimos que f: {1,2,...,n} = {1,2,...,n} es catracha
si f/®)(k) = k para todo k € {1,2,...,n}.
Pruebe que:

a) Si f es catracha, entonces f tiene al menos 7(n) — m(y/n) + 1 puntos fijos.
b) Si n > 36, existe una funcién catracha con exactamente 7(r) — x(y/n) + 1 puntos fijos.

Duracién de la prueba: 4 horas y media.
Valor de cada problema: 7 puntos.
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