Revista de
Matematicas
Aleph

La relacién binaria (t,),, en la teoria de

factorizaciones.

The binary relation (t,)., in factorization theory

José E. Calderén Gémez
Universidad de Puerto Rico, Recinto de MayagUez

joseemilio.calderon@upr.edu

Publicado digitalmente: 15/11/2024

RESUMEN

La teoria de t-factorizaciones, también conocida como la teoria de
factorizaciones generalizadas, fue desarrollada por Anderson y Frazier
en el ano 2006. Fue el resultfado de una generalizacion de las
factorizaciones comaximales de McAdam y Swam, reemplazando la
condicion de ser elementos comaximales elementos que se relacionan.
En este arficulo se estudia la relacion (r,),, donde 1 y 1, son relaciones
binarias sobre el conjunto de los elementos no cero no unidad de un
dominio de integridad, mostrando las propiedades algebraicas que se
heredan entre estas y como se ve afectada la (r;),,-factorizacion de
un elemento.
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Pagina ] 47

RMA-10, 2024, Seccion Académica de Ciencias Matematicas UPNFM CURSPS


mailto:joseemilio.calderon@upr.edu

Pagina ] 48

Revista de
Matematicas
Aleph

INTRODUCCION

La teoria de factorizaciones sobre dominios de integridad surge como una
generalizacion de las factorizaciones de los nUmeros enteros positivos, las cuales
estan determinadas por el Teorema Fundamental de la Aritmética, pero llevada
a estructuras mds generales como los dominios de integridad o anillos
conmutativos con identidad. La teoria clasica de factorizaciones se enfocd en la
representacion de los elementos como el producto de elementos conocidos
como irreducibles o dtomos.

Un elemento a distinfo de cero y no unidad en un dominio de integridad,
D, es llamado dtomo o elemento irreducible, sicuando a = bc, implica que b o ¢
es una unidad de D. Una forma mads intuitiva de este concepto es pensar que es
un elemento que no puede ser representado como el producto de dos o mas
elementos que no sean cero ni unidad. Es lo mds parecido al concepto de
numero primo en N, con respecto a la definicion bdsica, los Unicos divisores de
un primo son 1y el mismo. Hay que resaltar que en dlgebra abstracta la definicion
de un elemento primo es distinta a la conocida en teoria de nUmeros. Un
elemento a distinto de cero y no unidad es primo, si cuando a|bc, entonces alb o
alc. Los elementos primos son irreducibles, pero el converso es falso en general.
Uno de los tipos de dominio de integridad mds conocido es el Dominio de
Factorizacién Unica (UFD, por sus siglas en inglés), donde cada elemento que no
es cero niuna unidad puede ser escrifo como un producto Unico de dtomos. Otfra
equivalencia para ser UFD, es que todo elemento se puede escribir como el
producto de primos (como lo exige el Teorema Fundamental de la Aritmétical).

Es posible destacar algunos dominios de integridad por las condiciones de
factorizacion que poseen. Se dice que D es atdmico, si todo elemento a distinto
de cero y no unidad tiene una factorizacion de dtomos. Por otro lado, un dominio

de integridad D tiene la condicidn de cadenas ascendentes de ideales
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principales (ACCP por sus siglas en inglés), si para toda sucesion de ideales
principales de D, {(a;)};2, tal que (a;) € (a;41), existe un N € N tal que sin = N
implica que (a,) = (a,+1). En [8], se puede encontrar las implicaciones cldsicas
entre los dominios de integridad.

Aunque el enfoque de las factorizaciones mayormente ha sido con
respecto a elementosirreducibles, se han estudiado factorizaciones en otros tipos
de elementos tales como: elementos primales, elementos rigidos, entre otfros. Por
otro lado, varios algebristas han utilizado esta teoria de base para extender
resultados sobre dominios de integridad a estructuras con la posibilidad de tener
divisores de cero, sin identidad multiplicativa o incluso en monoides.

En el 2004, McAdam y Swam presentaron el concepto de las
factorizaciones comaximales (ver [11] para mds detalles). Este nuevo tipo de
factorizacion fue la principal motivacion para que, en 2006, Anderson 'y Frazier
desarrollaran una nocion de teoria de factorizaciones generalizadas sobre
dominios de integridad. Los autores modificaron el concepto considerando una
relacion simétrica, sobre el conjunto de elementos no cero y no unidad, de tal
manera que solo permite que se multipliquen elementos que estén relacionados
con respecto a 7. Esta nueva teoria fue llamada teoria de factorizaciones

generalizadas o teoria de t-factorizaciones.

PRELIMINARES

Con el objetivo de simplificar la escritura se denotard, D como un dominio
de integridad, D* = D —{0}, U(D) es el conjunto de unidades (aquellos
elementos que tienen un inverso multiplicativo), los elementos que no son cero y
no son unidad por D* = D* — U(D) y T es una relacion simétrica sobre D*. Para
elementos a,b € D¥, con D un dominio de integridad, decimos que a y b son

asociados, denotado pora ~ bsiy solosiexiste A € U(D) tal que a = Ab.
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Definicion 2.1. [5] Sea a € D¥ y t una relacidon simétrica sobre D* . Una 1-
factorizacion de a es una expresion de la formaa = a4 - a, -+ a,, donde 1 € U(D),
y para todo i # j, a;Ta;.

En este articulo, por notacion, se denota por * " al producto usual, por otro
lado, “+" se refiere al T-producto. Es decir, el producto a = b, implica que atb y €l
producto Aa, * * * a,, implica que para todo i # j el a;7a;. Si la relacion simétrica ¢
estd definida por, xty si y sélo si (x,y) = D, entonces se obtienen las
factorizaciones comaximales estudiadas por McAdam y Swam en [11]. Por otro
lado, para la relacién T = D* x D* se obtiene la teoria usual de factorizaciones,
este hecho muestra que las nociones mencionadas son casos especificos de este
nuevo concepto. Para estudiar las propiedades de las - factorizaciones los
autores definieron y caracterizaron tipos de relaciones que poseen propiedades
que ocurren naturales en las estructuras algebraicas, mds alld de las relaciones

mds conocidas como las de equivalencia, etc. Las mismas se resumen en la

siguiente definicion.

Definicion 2.2. [5] Sea t una relacidn simétrica sobre D¥.
1. La relacion t es una relacién multiplicativa, si para a, b,c € D¥, atb y atc
implica que atbc.
2. La relacion © preserva asociados, si para a,b y b’ € D¥ con b ~ b’, atb
implica que atb' y si bta, entonces b'za.
3. Larelacion T es unarelacion divisiva, sipara a,a’,b € D* con a’|a, ath implica

que a'th.

El siguiente ejemplo provee diversas relaciones y que propiedad poseen.
Elemplo 2.3. Los siguientes ejemplos fueron definidos inicialmente en [5].
1. ConsiderarS < D* y definirla relacién tg como arsh siy sdlosia,b € S. Note

que no se excluye que § = 0, en este caso 1y es divisiva y multiplicativa.
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Md&s aun, todo elemento en D* es un t4-Gtomo. Por ofro lado, si S es un
conjunto multiplicativamente cerrado, entonces la relacidon g es
multiplicativa y los Unicos elementos con una 7,- factorizacion pertenecen
a S (por su cerradura multiplicativa). Si § es un conjunto saturado (cerrado
bajo factores), entonces la relacion 1y es divisiva. Finalmente, como se
menciond previaomente, para S = D* se obtiene la teoria de
factorizaciones usual. Es por este hecho que Anderson y Frazier llamaron la

teoria de t-factorizaciones la teoria de factorizaciones generalizadas.

. Aunque definida en [5], desarrollada en [10], una de las relaciones que
Ortiz-Albino y sus estudiantes han estudiado muy de cerca es la relacion
T(n) definida sobre Z* como 1,y = (Z* x Z* ) n =,,.. En ofras palalbras, at,b si
y sOlo sinlb —a (0 b —a € (n)) para a y b elementos no cero y no
unidades. Por ejemplo 24 = 4 * 6, es una 1(y)- factorizacion, pero 24 = 3 «
12 no lo es ya que (3,12) & 1(. La relacion 1,y es de equivalencia, es
multiplicativa y preserva asociados si n = 1 0 n = 2, mienfras que es
divisiva solo cuando n = 1,7, = D* x D*. Para mds detalles sobre relacion
Ty Ver [3], [10], [14], [17]. Esta relacion puede ser generalizada sobre
cualguier dominio de integridad tomando a J un ideal y definiendo la
relacion az()b (originalmente denotada como 1) siy sdlosib—a € J (ver

[10], para mas detalles).

3. Sea D un dominio de integridad, entonces D[x] es también un dominio de
integridad (ver [?]). Sobre este dominio considerar la relacion p(x)dq(x) siy
solosideg(p(x)) = deg(q(x)).Esunarelacion de equivalencia que preserva
asociados.

. Sobre un dominio con mdximo comun divisor o “GCD domain™ D considere

la relacion azppb si y sélo si ged(a,b) = 1. Note que esta relacion no es
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reflexiva, es divisiva, pero en general no es multiplicativa. La relacion es
multiplicativa sobre dominios con la propiedad de que producto de
primitivos es primitivo. Para mas detalles sobre la relacion tp; , ver el [5] y

[15].

Los diferentes tipos de relaciones proveen caracteristicas especificas sobre
las 7- factorizaciones. Si t es una relaciéon multiplicativa y a = Aa; *** a,, €s una t-
factorizacion, entonces a = Aa, *(a, - a;-a;4; - a,) €5 una 1- factorizacion,
esto es, toda t-factorizacion de largo n puede serreducida a un producto de dos
elementos. Por ofro lado, si T es una relacidon que preserva asociados, entonces
es posible omitir la unidad enfrente de la expresion de las t-factorizaciones. Sia =
Aa; *xx a, €s una t-factorizacion, entonces a = (la;) *** a, €S una 1-
factorizacion. De hecho, las relaciones divisivas también preservan asociados, de
modo que en este caso es posible tambieén omitir las unidades en las -
factorizaciones. Por Ultimo, si T es una relacion divisiva, a = a, ***xa, y para a;,
a; = by *xx by, €s una t- factorizacion, enfonces a = ay *** a;_, * by *%% by, * @; 1 *
** @, €S una t- factorizacion (A esto se le llama un z-refinamiento de t-
factorizaciones).

Anderson y Frazier en [5] clasificaron los dominios de integridad segun las

condiciones finitas de 7-factorizaciéon de la siguiente manera.

Definicion 2.4. [5] Sea D un dominio de integridad y T una relacion simétrica sobre
D*.

1. Se dice que D satisface la condicion de cadenas ascendente de ideales
principales con respecto a 7 (se denota T — ACCP, por sus siglas en inglés), si
para cada sucesion {a, }o-, fal que a, |;a,4+1, paratodon > 1, existeun N €
N tal que a; ~ ax,, cuando k > N.

2. Se dice que D es un dominio de integridad t-atomico, si todo elemento a €

D* tiene una t -factorizacidon de t-Gtomos.
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Se dice que D es un Dominio de - factorizacién Unica (t — UFD, por sus
siglas eninglés), si D es t-atomico y para cualquier par de t-factorizaciones
de r-dtomos, tales que Aa, ***x a, = pb; *xx b,,,, entonces n = m y a; ~ b;

paracadai,j € 1,..,n.

. Se dice que D es un Dominio de t- factorizacion acotada (t — BFD, por sus

siglas en inglés), si para todo a € D¥#, existe un N, (que depende de a), tal
que si da, *** a, €s una t- factorizacion de a, se tiene que n < N,.

Se dice que D es un Dominio t- factorial a la mitad (t — HFD, por sus siglas
en inglés), si toda t- factorizaciéon de t-dtomos de a € D* tiene la misma
longitud.

Se dice que D es un Dominio con finitas 7-factorizaciones (t — FFD, por sus
siglas en inglés), si D es t-atdmico vy si para todo a € D# existe sdlo un

numero finito de t- factorizaciones distintas, salvo reorden y asociados.

UFD — FFD — BFD —— ACCP ——— atomic

x -FFD «
-UFD -BFD —*> 7-ACCP —* > r-atomic
-HFD

llustracion 19. Diagrama de estructuras y T-estructuras, cuando T es divisiva.

En [2], Serna demostrd que si se considera una relacion de equivalencia

unital (es decir, ath y A € U(D), entonces (1a)t(Ab)), T’ esla clausura que preserva
asociados de 1, entfonces D esun t’' — UFD (respectivamente v — FFD, ©' — BFD, ©'-
atémico, tiene 7' — ACCP) siy sélo si D esun t — UFD (respectivamente t — FFD, T —
BFD,

7- atémico, tiene T — ACCP).
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Haralick [12] presentd un concepto de composicion entre relaciones algo
distinfto alousual.Sea R € AXAyH < A X B el autor define

(21) R = H = {(b,b’) € B XB: paraalgin (a,a’) € R,(a,b) € Hy (a',b") € H}.

Esta nueva composicion permite obtener una nueva relacion binaria
definida sobre el conjunto B. El objetivo del autor era mapear pares a pares bajo
una funcién o relacidon que hace la misma asociacion para cada componente
del par ordenado. Por otro lado, si § € B x B, Haralick define el concepto de
homomorfismo entre las relaciones binarias R y S, de la siguiente manera.
Definicion 2.5. [12] Sean R € AXAS € B XByH € AxB. H es un
homomorfismo de R a S siy solo si:

1. H estd definido sobre todo A (paratodo a € A, existe b € B tal que (a,b) €

H).

2. H es Unicamente valuada sobre B ((a,b) y (a,b") € H,implicaque b = b").
3. RoH c S.Alarelacidn R o H se le conoce como imagen homomorfa de R

ens.

La definicion anterior es la misma que la presentada por Harary [13]. Note
que las partes (1) y (2) de la definicion son equivalente a decir que H es una
funcion bien definida de A a B. Haralick estudi® como caracterizar estos
homomorfismos, pero no hay precedentes de un estudio mds concerniente a
propiedades algebraicas de la relacion. En este trabajo estudiamos la definicion

2.5, donde A = B = D* para D un dominio de integridad.

LA RELACION (ty),,

Tomando el caso particularR = 1, donde 1, es relacion sobre D* se obtiene
que larelacion (t;),, esuna relacion sobre D#, en esta seccion estudiamos casos

particulares para la relacion (t;),,. Formalmente definida a contfinuacion.
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Definicion 3.1. Sean a,b € D¥, 1, y 7, relaciones sobre D*. Entonces
(3.1)  a(ty),,b == 3a’,b' € D* talque (a',a) € 1,,(b',b) € 1,,(a",b") € 1y

En [16] Méndez trabajo la relacion t; - 7,. Considere el conjunto A =
{a,b,c,d,e, f} y las relaciones t; ={(a,b),(b,a),(c,b),(bc),(dd)} y 1,=
{(e,a),(d,a),(e,c), (e Db),(f,f)}. Se obfienen las siguientes relaciones 1; ° 7, =
{(e,b),(e,c),(e,a),(d,b)}, 7, ° 11 = {(d,@)}. Mienfras que (t1);, = OY (T2), =
{(d, b)}. Esto muestra que en general no hay igualdad entre la composicion de
relaciones con la relacion estudiada en este trabajo. El siguiente apartado
presenta un caso donde se obtiene la igualdad entre (t1),, Y 1 ° 5.

La relacién 1,y ha sido estudiada en profundidad por Ortiz-Albino y su
grupo de investigacion, se han buscado diversas representaciones de estas
relaciones, Méndez en [16] demostrd que T, ° Tam) = 7(q) donde d = gcd(n, m).

Es natural ver que resulta de la relaciéon (T(n))r( .
m
Proposicion 3.2. Sin,m € N, entonces (T(n))r( | = Ugeatnm)-

Demostracion.

Sead = gcd(n,m).Porlaidentidad de Bezout existe sy t falesque d = ns +

mt. (S) Suponer que a(T(n))r( )b, entonces existen x,y € Z* tales que n|(y — x),

m|(a — x) ym|(b — y). Como d|n y d|m se obtiene que d|(y —x—(a—x)+ b —
y) = (b—a).Estoesary)b.

(2) Por otro lado, suponer que at )b, esto implica que existen i,k; y k, € Z
talesquea=i + dk; y b = i + dk,. Reemplazando d en ambas ecuaciones se
obtiene que

a =i + nsk; + mtk,
b =i + nsk, + mtk,.
Poner x = a — mtk, =i + nsk; y y = b — mtk, = i + nsk,. Se obtiene

que n|(y — x),m|(x — a)ym|(y — b), esto demuestra la igualdad.
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Note que los ideales (n) y (—n) son iguales ya que n ~ —n, con esto entre manos
es claro que 1, = 7(_ ). De modo que la Proposicion 3.2 es vdlida parany m €

Z - {0}. Por otro lado, es posible considerar el caso paran om = 0.Si ambos son

cero, por la Proposicién 2.4 (T(O))r(o) = 7). Sim = 0, atpya para todo a € Z*. Para
ver la forma de la relacion (T(O))T(m) , suponer que a(T(O))T(m)b' entonces existen ¢
y d tales que ¢ = d,m|la — cym|b — ¢, de aqui que m|b — a. Por otro lado,
suponer que atq,b. Esto implica que ambos elementos estan en la misma clase
de equivalencia. Enfonces existe 1 < i <m — 1talquea =i+ mk;yb =i+
mk,. Note que itg)i, iTemay itamb. Porlo tanto, (T(O))T(m) = T(m)-

Por otro lado, considere las relaciones ¢, y [ sobre Z. Paraay b € Z* con
a(r(n))mb siy sdlo si existen a’ y b’ tales que n|b’ — a’, gcd(a’,a) = 1y ged(b',b) =
1. Por ejemplo, considerar n = 3, note que en este caso —57(3)7, entonces fodo

elemento en Z¥ — (5) se (T(n))r - relaciona con todo elemento en Z# — (7).
3

Proposicion 3.3. Sea n € Z. Los siguientes enunciados se satisfacen.
1. (z(m)r[] = Z* x Z*.

2. Sin es primo, entonces (T[])T( = Z¥ x ¥ — [(n) x (n)].

Demostracién. Seanay b € Z*, donde a = pf* --- p™yb = pi* ... p/™.

(1) Basta tomar p primo tal que p # p; para todo 1 < i < m, se sigue que
PTmb, gcd(a,p) = gcd(b,p) = 1;entonces (a,b) € (T(n))_[[].

(2) Note que como n es primo los elementos 1,2,...,n — 1 son primos
relativos an, por el Teorema de Dirichlet en la sucesioni + nkparai = 1,2,...n —
1 hay infinitos primos. Suponer que a = i(modn) y b = j(mod n), existen infinitos
primos congruentes a a e infinitos primos congruentes a b. Basta tomar un parp €

[il, Y un q € [j], primos con p #q Yy p,q & {p1,...,pm}. POr lo tanto, a(r[])r( )b.

Suponerquei = 0yj # 0,ponera = nsyb = j + nk, COmo n €s primo se sigue
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que ged(a,b) = 1. Por la reflexividad de 7, se obtiene que a(r(}), b. Por ofro

(n

lado, si nkl(T[])‘r( )nkz, entonces existen a’ y b’ tales que gcd(a’,b") = 1, n|(nk; —

a')yn|(nk, —b").Estoes, a’ = n+nk, yb' = n+nk,, se sigue que n es un factor
primo en comun de a' y b’, una contfradiccion. Por ende, este caso no ocurre, es

decir (nky,nk,) € (1)

T(n)

Note que en la demostracion de la Proposicidon 3.3 inciso (1) la reflexividad
provee la existencia de los elementos que se necesitaban, de modo que el
resultado se puede generalizar para cualquier relacion reflexiva.

Para p primo la relacion (T[])T es divisiva, enfonces preserva asociados.
®

Ademds, la relacién es multiplicativa. En [16] Méndez, obtuvo un resultado similar

para la composicidn particular 1} 0 7). Como la relacion es divisiva, Z es un

(r ) — UFD. Note ademds que los primos y los elementos de la forma p* son
L] T

(T[])T(p) - Gtomos.

Si S € D#, a partir de la relacidn 15 es posible obtener diferentes tipos de
factorizaciones. Por ejemplo, si S = {x € D* : x es primo }, las tg-factorizaciones
son las factorizaciones en elementos primos, si S = D#, se obtienen las

factorizaciones usuales. La relacion g es Util para generalizar estos conceptos.

Proposicion 3.4. Sean S y P subconjuntos de D*, entonces (Ts)r, €7p . SIS NP #

@, entonces (Ts)r,, =1,

Demostracion.

(1) Sean ayb € D* Suponer que a(ts).,b Entonces existen a’,b’ € D* tales
que a'tgh’,a'tpay b'tpb. LO que implica que a',b' € S,a’,a€ Py b',b € P, se sigue
que a',b’ € P n S. Porlasimetria de 1, se obtiene que atpa’,a’tph’y b'tpa. Como

la relacion es fransitiva, entonces a(tp). b.
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Para demostrar la otra contenencia, suponer que atpb. Por hipdtesis, existe

a’ € P n S.Sesigue que a'tsa’,a'tpay a'tpb. Por definicion, a(ts),,b.
Por otfro lado, si se considera que SN P = @, entonces (1) tp = @.Para ver
esto, suponer que a (t5)tp b.Entonces existen a’, b’ € D* tales que a't; b', a'tp a y
b'tp b .Estoes, a', b'€S y a',a ,b',bEP,sesigueque a’, b’eSNnP.Como Sn

P = @, es una contradiccion, por tanto (1p) 15 = 0.

n
Note que si P es un conjunto saturado (multiplicativo), entonces la relacion
7p es divisiva (multiplicativa). Si § € D* es tal que 1, no necesariamente es divisiva,

la relacién (t),, es divisiva. La razdn para que esto se encuentra mds adelante.

CONSTRUCCIONES CON OPERADORES PARTICULARES

En el presente apartado se analiza el comportamiento de relaciones muy
conocidas en el contexto de las t-factorizaciones y aplicaciones sobre una

relacion de los operadores |, |, y ~.

Proposicion 4.1. Sea T una relacién sobre D* (t no necesariamente simétrica).
1. Se obtiene que t<rt..
2. Larelacion 1. preserva asociados. Mds aun 7. = t’. Porlo tanto, t preserva
asociados siy sélosi . =1'.
3. Si T esunarelacion simétrica y transitiva que preserva asociados, entonces

~r < T.

Demostracion.

(1) Consecuencia del hecho que ~ es una relacion reflexiva.

(2) Sean a,by c € D* tales que at.b con b ~ ¢ (respectivamente a ~ ¢). Por
definicion, existen a’ y b’ tales que a’tb’, a’~a , b'~b. Como ~ es una relacion
de equivalencia sobre D* , entonces, b’ ~ ¢ (respectivamente a’~ ¢ ). Porlo tanto,

at.c (respectivamente ct_b). Entonces la relacion 7. contiene a ' (ver [2]), es
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decirt’ < t.. Por definicion de asociado, sia’~a , b'~ b, entonces existen A y u €
U(D) con a’' =Aa yb' = ub De esto Aa t ub, esto es atr’b. Por lo tanto, t. = 1'.

(3) Tomar a~;b, por definicion existen a', b’ tales que a’'~b' , a'ta vy
b't b.Como t essimétrica que preserva asociados a ta’ implicaque atb’.Como
T es fransitiva y simétrica arb.

Para profundizar en la relaciéon 7. = t’ en el caso donde 7 es una relacion
de equivalencia ver [2].

La Proposicion 4.2 considera el operador "|" como una relacién. Para no
confundir la "t" -imagen de la relaciéon | con la relacion |t (T -divide), se denota

la relacion a(]).b siy solo si existen a’ y b' tales que a'|b’ ,a'ta y b'1b.

Proposicion 4.2. Sea 7 una relacion sobre D* (no necesariamente simétrica). Los
siguientes se satisfacen.

1. Se obtiene que 7 < 1. Mds aun, la relacién t; preserva asociados
2‘ (T|)| = T|

La relacion ) es multiplicativa.

W

Si para todo par a,b € D* existe ¢ € Z,(a) tal que c|b (6 gcd(a,b) #+ 1),

entonces 7, = D* x D¥.

o

Si T es una relacién simétrica, transitiva y divisiva, entonces (), < .

6. Sea S={a € D*:gcd(a,b) # 1 paratodob € D*}. Si t < 15y suponer que 1 es
simétrica y divisiva, entonces 7 < (|),.

7. Suponer que t es una relaciéon simétrica. Si al,b, los siguientes se cumplen.

Q. atb.

b. Siademds 1 es reflexiva, entonces a(|).b.

Demostracion.

(1) Note que la relaciéon | es reflexiva, de aqui que t < 7. Por otro lado,
suponer que para a, by c € D* tales que atb con b ~ ¢ (respectivamente a ~ c. Por

definicion existe a’y b’ tales que a'th’, a’lay b'|b. Como b ~ ¢ (respectivamente

RMA-10, 2024, Seccion Académica de Ciencias Matematicas UPNFM CURSPS

Pagina ] 59



Pagina ] 60

Revista de
Matematicas
Aleph

a ~ ¢), enfonces b’|c (a'|c). Por lo tanto, atc (cqb).

(2) Por (1) 7, < ()),. Porotro lado, sean a y b € D* tales que a(z))b, entonces
existen a’, b’ tales que a'tb’, a’la y b'|b; luego existen a”,b"” tales que a’tb"”, a"|a’ y
b"|b". Por la transitividad de | se obtiene que a”|a y b"”|b. Por definicion, atb.

(3) Suponer que a(t))b, a(t))c, entonces existen a’,a”,b’,c’ tales que
a'la,b’|b,a’'th’,a"|a,c’|cy a”tc’. Note que arb'c" ya que alayb'c'|bc. Como
alay b'c’|bc, entonces a(z))bc. Por (2), (t)), = 7. Por lo tanto, arbc esto demuestra
qu e 1 es una relacibn multiplicativa por derecha. Para demostrar la

multiplicatividad por izquierda se produce de forma andloga.
(4) Sean a y b € D¥, por hipdtesis existe ¢ € D¥ tal que arc y c|b. Como ala se

obtiene que atb.

(5) Suponer que a(|).b, entonces existen a’y b’ tales que a’|b’, a’ta y b'th.
Como la relaciéon es divisiva, entonces a’th. Finalmente, por la transitividad se
obtiene que artb.

(6) Suponer que t < 15 Y que atb. Por hipotesis ged(a,b) = d # 1. Por ende,

dlay d|b, entonces dta y dtb. Por la simetria de t y la definicion de (]), se obtiene

que a(]).b.
(7) Suponer que a|.b, entonces existen A € U(D), by, ..., b, € D* tales que b = Ab; *xx

a *x* b, con atb;, b;th; para i # j. (a) Como ala y b;|b se obtiene que arb. (b) Por

otro lado, dado que bth, entonces a(|).b.

Porlos incisos (1) y (3) en la Proposicion 4.2 las t-factorizaciones se pueden
reescribir como t-productos de longitud dos es posible omitir la unidad. Las 7-
factorizaciones tienen la forma a = b con atjb. Un hecho importante respecto ala
relacion ) es que siun elemento tiene una 7 -factorizacion entonces todo multiplo
de este tiene una t-factorizacion. Note que si arjb, alx y bly, enfonces x(z))y, por
Proposicion 4.2 inciso (2) xty. Suponer que a = a; * a, €s una t,-factorizaciony b =

ak para algin k € D*. Como a;7,a;, entonces a; kt)a;; de aqui se obtiene que
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b =k(ay * ay) = (a.k) * a,

es una t-factorizacion de b. A su vez este andlisis provee un criterio para
determinar si un elemento es un t-Gtomo. Como t < 7|, los T-Gtomos son fambién
t-Gtomos. Mds aun, si todo elemento en (a) — {a} es un 7-Gtomo, entonces a es
un t-Gtomo. Sobre relaciones en general esto no ocurre. Por ejemplo, sobre Z
considerar la relacion t(,, en este contexto 15 =3 x5 es una 7y -factorizacion,

pero 30 es un 1(;)-atomo.

La Proposicion 4.2 inciso (4) provee un criterio para determinar cudndo un
elemento no |,-divide a otro, es decir si (a,b) € (])., entonces en toda t-

factorizacion de b no tiene al elemento a como un z-factor.
Flemplo 4.3. Construccién de algunas relaciones t;, con relacion sobre Z¥.

1. Sobre Z considerar la relacion 813 y 5t3. Aplicando el operador | a la
relacion se obtiene que
1) = {(8ky, 3ky), (Sks, 3ky):k; € Z,i = 1,2,3,4}.
Note que 167,15, pero (2,3) ¢ 1. Lo que implica que en general la relacion
7) no es divisiva.
2. Considere la relacion 1y, se sigue que
(trD = Z* x Z* — {(p*,p?) : p es primo A a, B = 0}.
Para ver esto, sean a y b € Z* tales que a(t[)),b, entonces existen a’y b’ tales
que ged(a’,b") = 1,a’lay b'|b.Sia = p* y b = pf para algin p primo, entonces
todo divisor (distinto de 1) de ay b es de la forma p?, pero ged (p¥ip’2) + 1,
confradiccion.
Por otro lado, suponer que
(a,b) € Z* x Z* — {(p% pP) : p es primo Aa,f = 0}.

Esto es, ay b no son al mismo tiempo potencias del mismo primo. Por lo
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tanto, tenemos dos casos:

(1) Para qyr primos distintos tales que a=1r%*yb= qf. Se sigue que
rla,q|bygcd(r,q) = 1.

(2)Si a =% % % ya=nr%"r%. % para n,m > 1. Basta con tomar
r; # q; para obtener que ged(r;,q;) = 1,r;lay q;|b. En ambos casos se
obtiene que a(z}y)b. Esto demuestra la igualdad. Note que 12(z}),24,
4|12 y 4|24. Pero (4,4) & (1(y)|- Esto demuestra que la relacion no es
divisiva. Por ofro lado, los elementos de la forma p® para p primo son
(71 -Gtomos. Por ende, si p y g son primos distintos se sigue que si pq|a,

enfonces a tiene una (z1})-factorizacion.
PROPIEDADES DE LA RELACION (T1)<,

En los apartados anteriores se presentaron algunas relaciones particulares.
Note que la relacion 1. preserva asociados, pero este no es el unico caso. El
Teorema 5.1 generaliza esto fomando la t, imagen de una relacion ;. Ciertas

propiedades sobre 1, pueden ser heredadas en la relacion (z;),,.

Teorema 5.1. Sean t; yt, dos relaciones simétricas sobre D*. Los siguientes

enunciados se cumplen.

1. Sit, es una relacion divisiva (o que preserva asociados), entonces (t;),, €S

una relacion divisiva (que preserva asociados).
2. Si 7, yT, son congruencias sobre D¥ y 1, es una relacidon multiplicativa,

entonces (1), €s una relacion multiplicativa.

Demostracion.

(1) Seana’,by b’ € D* tales que a(t,),,b,a’|la y b'|b. Por la definicion de ().,

existe a"y b" tales que a"t,b", a''t,a y b''1,b. Como 1, es divisiva se obfiene

Pagina ] 62

RMA-10, 2024, Seccion Académica de Ciencias Matematicas UPNFM CURSPS



Revista de
Matematicas
Aleph

a"t,a’ y b"t,b" por definicién a'(z,).,b". El otro caso es similar. La Figura 2 es una

representacion grdfica de lo discutido.

-
CLH 1 b”

T2 T2

/ !
a <—Db
(Tl )'7'2
llustracion 20. (z,),, es divisa
(2) Sean a,byc e D* tales que a(ty).,b y a(ty).,c. Por definicién existen
a’,a”,b'yc' € D* tales que a't,b’, a''t,c', a't,a, a’'t,a, b't,b ¥ c't,c. COMo 1, €5 UNa
relacion multiplicativa, entonces ar,a’a” (a’'a't,a por ser 7, una relacion de
equivalencia). Como 1; es una congruencia sobre D* se obtiene que a’a’’t,b'c’.

Por ser 1, una congruencia se obtfiene que b'c't,bc. Por lo descrito
anteriormente se obtiene que a(t;)t,bc. Enla Figura 3 se muestra graficamente la

idea de la demostracion).

T1
aa! < b
To To
a <——— bc

(Tl )7'2

llustracion 21. (7,),, es multiplicativa

RMA-10, 2024, Seccion Académica de Ciencias Matematicas UPNFM CURSPS

Pagina ] 63



Revista de
Matematicas
Aleph

El caso T1 = Ty

En la presente seccidon se analizan las propiedades de la relacion z,.
Claramente si t es una relacion sobre D*, la relacidon 7, también lo es. La

Proposicion 5.2 es consecuencia directa de la definicion de ..

Proposicion 5.2. Sea t una relacién sobre D* (no necesariamente simétrica). Los
siguientes se cumplen.

1. Sit esreflexiva, entonces 1, es reflexiva.

2. Sit essimétrica, entonces t, es simétrica.

3. Sit esunarelaciéon inyectiva y transitiva, entonces t, es fransitiva.

Proposicion 5.3. Sea 7 una relacién binaria sobre un conjunto arbitrario no vacio
A. Los siguientes enunciados se cumplen.
1. Si t es una relacién simétrica, entonces T € 1,. Si T es también fransitiva,
entonces t, = .

2. Sit esunarelacion reflexiva, entonces t € 1,.

Demostracion.

(1) Seanay b € A, tales que ath, como t €s una relacion simétrica, entonces
bta. Por definicion at, b. Por otro lado, suponer que at,b, por definicion, existen
elementos a' y b’ tales que a'ta, b'th y ademdads a'th’. Por la simetria de la relacion
7 se obtiene que ata’ y por la transitividad de la relaciéon se obtiene que arth.

(2) Suponer que atb. Como 7 es reflexiva, entonces ata y bth. Por definicion
se obtiene que at,b.

m

No necesariamente las relaciones t y 7, son comparables, el siguiente
ejemplo muestra este hecho.

Eiemplo 5.4.Sea A = {a, b,c} y larelacion t = {(a, b), (a,a), (c,b)}, se ve que

7. = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)}. Claramente estas relaciones no son
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Una consecuencia directa del Teorema 5.1 inciso (1) es que para t una
relacion simétrica sobre D¥, si 1 preserva asociados, entonces t, preserva
asociados. Si t es divisiva, entonces t, es divisiva.

Que larelacion 1, sea divisiva (preserve asociados) no implica, en general,
que 1 sea divisiva (preserve asociados). Considerar la relacion t =
{(p,p), (p,—p), (—p,p)} pPara p un primo arbitrario pero fijo. Note que 1, =
{(£p, +p)} que es una relacion divisiva (que preserva asociados), pero 7 no lo es.

Debido a que sit es unarelacion simétrica, se obtiene que T € 1,. Este caso
fue estudiado a profundidad por Ortiz-Albino [14], Serna [2] y Juett [15]. Para
evadir esto, se asumird que T no necesariamente es una relacion simétrica. En
este contexto resulta necesario analizar las propiedades concernientes a 1-
factorizaciones como las introducidas por Méndez en [16]. Para efectos del
documento en el resto de la seccion se utiliza la siguiente definicion de t-

factorizacion, dada por Méndez.

Definicion 5.5. [16] Sea 7 una relacion sobre D* no necesariamente simétrica. Un
producto a = Aa, *** a,, para 1 € U(D) es una t-factorizacion si a;ta; ;.

Al eliminar la simeftria de la relaciéon, Méndez trabajo con propiedades
laterales de las relaciones, la relacion © € D* x D* preserva asociados por
izquierda (derecha), si para ath y a ~ ¢ (b ~ ¢), se obtiene que ctb (atc).
Similarmente, t es divisiva por izquierda (derecha) si para atbh y a'la (b'|b), se
obtiene que a'th (ath"). Finalmente, la relacion es multiplicativa por izquierda
(derecha) si para atb y cth (atc) se obtiene que acth (athc). Sila relacion preserva
alguna de las propiedades por ambos lados se dice que la relacidon preserva esta

propiedad.

Proposicion 5.6. Sea t una relacion sobre D* (no necesariamente simétrica) los

siguientes se cumplen.
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1. Si T preserva asociados por derecha, entonces t, preserva asociados
por izquierda.

2. Sitesdivisiva por derecha, entonces 1, es divisiva por izquierda.

Demostracion.

(1) Seana,byc € D*. Suponer que at,b ya ~ c (b ~ c¢). Por definicién
existen a’ y b’ tales que atb’,a’ta y b'th. Como 1 preserva asociados por derecha,
entonces a'tc. Por definicidon se obtiene que ct,b.

(2) Suponer que at,b y x|b. Por definicion, existen a’ y b’ tales que a'th’, a'ta
y b'th. Como 1 es divisiva por derecha, entonces b'tx. Por la definicion de 1, se
obtiene que art,x.

|

En general si T es una relaciéon divisiva por izquierda, no necesariamente |a
relacion t, es divisiva por derecha. Por ejemplo, considerar la relacion sobre Z,
claramente la relacion es divisiva por izquierda (preserva asociados por
izquierda). Note que 7, = {(2,2)} que es una relacidon que no es divisiva (no

preserva asociados) por izquierda ni por derecha.

Proposicion 5.7. Suponer que a = Aa, **x a,es una t-factorizacién tal que a,ta;,
entonces a = Aa, ***xa, €suna 1,- factorizacion.

Demostracion.

Sea a = 2Aa, *** a, una t-factorizacion, por definicion a;ta; ... Enfonces a;t,a;,4.
para i = 2. Por hipdtesis a,ta; entonces a,t.a,. Por lo tanto, a = Aa; **xa, es

una t,-factorizacion.

Elcaso 7; <1,

En esta seccion se analizan las implicaciones entre las 1, - factorizaciones,
7,-factorizaciones y las (t;),-factorizaciones. Se inicia la seccion con un resultado

gue no necesita que una relacion estd contenida en la ofra.
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Debido a que se estd trabajando con dos diferentes definiciones de T-
factorizacion se aclara con qué definicion se estd trabajando. La Proposicion 5.8

es funcional para ambas definiciones de t-factorizacion.

Proposicion 5.8. Suponer que t; es una relacidon simétrica sobre D* y 12 una

relacion reflexiva. Si a es un (1), -Gtomo, entonces a es un t;-Gtomo.

Demostracion.

Suponer que a tiene una t,-factorizacion, a = Aa, *** a,. Como 1, €s
reflexiva, entonces se obtiene que q;1,a; para todo 1 < i < n, de aqui que
a;(t1),,a;. Porlo anterior a = Aa; *** a, es una (r;),,- factorizacion. Por ende, si
a es un (t;)-adtomo, entonces a es un t,-aGtomo.

Si se considera la definicion usual (Definicion 2.1) los resultados sobre las -
factorizaciones cuando t; < 1, fueron estudiados en profundidad por Ortiz-
Albino en [14]. Por ofro lado, si a = Aa, ** * a, es una 1,-factorizaciéon en el
sentido de la Definicion 5.5, entonces a;t1,a;,,; dado que 1; < 7, se obtiene que
a;7, a;4; de modo que a = Aa; **x* a, €5 una t,- factorizacion. El siguiente
Teorema resume las implicaciones entre las t;-factorizaciones y las t,-

factorizaciones con las (z,),,- factorizaciones cuando 7; < 7, en el senfido de la

definicidon 5.5.

Teorema 5.9. Sean 1, y 1, dos relaciones (no necesariamente simétricas) tales que
7, < T,. LOS siguientes se cumplen:

1. Sit; esunarelacion simétrica, entonces toda 1, - factorizacion es una (rq), -

factorizacion.
2. Toda (t4),,- factorizacién es una (t;),,- factorizacion.

3. Toda (ty),- factorizacién es una (t;)., - factorizacion.

Demostracion.

Por el argumento antes del teorema, basta demostrar las contenencias entre las
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relaciones.

(1) Suponer que a(t;),,b entonces existen a’ y b’ € D* tales que a'ty b',a'tya y
b't;b. Como 1; < 15, enfonces a’ 1, a y b't,b, de aqui que a(ry),,b. Por lo tanto,
toda (ty),,-factorizacién es una (t;).,-factorizacion.
(2) Suponer que a(t,),,b, entonces existen a’ y b’ tales que a'tya, b'tib y a'tyb’.
Como 1;= 75, enfonces a't,a y b't, b, por definicion se obtiene que a(ty),, b
(3) Suponer que ;< 1, y sea a(ty),, b, por definicién, existen a’ y b’ € D* tales que
a'tib’, a't,a 'y b'tyb. Luego, a't,b’ lo cual implica que a(r,),, b.

|
Note que si T, es una relacion simétrica y transitiva, por la Proposicion 5.3 (1;),, =
T,, por ofro lado, si 1,es solamente simétrica se obtiene que toda t,-factorizacion
es una (1), -factorizacién. Juntando esto con los resultados del Teorema 5.9 se
obtiene el diagrama de la Figura 4 que resume las equivalencias entre las 7, 7, ¥

las (z,),, -factorizaciones.

- Lvd * - . 7
11 -factorizacion —— (7 ), -factorizacién

(71)r,-factorizacion

- L d * - . 7
To-factorizacion —— (72 )., -factorizacién
llustracion 22. Equivalencias entre las (ri)Tj cuando t; £ 1,

En la Figura 4, x representa que la relacion 7, o t, es una relacion simétrica.

En el diagrama de la Figura 4 se pueden conectar las (z,),,- factorizaciones con

las 7,- factorizaciones bajo las condiciones de la Proposicion 6.2.
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ALGUNAS GENERALIZACIONES

En la Seccidon 5.3.4 se construyeron propiedades sobre relaciones a partir
de los operadores ~ (asociado a), | (divide a) y |; (z- divide q). Es posible
generalizar las propiedades de las relaciones a partir de la construccion de una

familia de relaciones a partir de otra relacion (tomando esta como un operador).

Definicion 6.1. Sean t; y T, relaciones sobre D* Suponer que 1; es una relaciéon
simétrica.
1. Se dice que 1, preserva a la relacion t, por derecha si para atyb, a’'t,a 'y
b't,b, entonces a’'t,b’.
2. Se dice que la relaciéon 1, preserva a la relacion t, por izquierda si para

at,b, at,a’' y bt,b' , entonces a’t,b’.

Note que si T, es una relacién simétrica sobre D* entonces los conceptos
dados en la Definicidn 6.1 coinciden.

Con la definicion anterior las relaciones divisivas se convierten en un caso
especial poniendo a 1, = |, de modo que 1, es divisiva si t; preserva a la relaciéon
| por izquierda. Md&s aun, con esta nueva definicion es posible generar otras
propiedades sobre las relaciones. Por ejemplo, larelacion 7, es unarelacion que
preserva los multiplos de los elementos que estdn relacionados, note que si
preservaa |, entonces t; = 1.

Similarmente se pueden construir otras propiedades, por ejemplo, si 7; Y
T, son dos relaciones simétricas, se dice que 1, es 1,-divisiva si para atyb, a'l,ay
b'|;, b implica que a't;b’. Note que la relacion 1y, es 7 -divisiva para cualquier

relacion simétrica sobre Z*.

Proposicion 6.2. Sean 1, y 1, relaciones sobre D*. Si t; es simétrica y preserva a 1,

por izquierda. Los siguientes enunciados se cumplen.
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1. Sit, estalque ar,a' paratodoa € dom(r), entonces (11),, < T4.

2. Larelacion (r4),, preserva a t, por izquierda.

Demostracion.

(1) Suponer que a(ty),,b, at,a’y bt,b'. Por definicion existen a” y b" € D* tales que
a't;b ", a"t,ay b""t,b. Como 1, preserva a 1, por izquierda, entonces art, b.

(2) Suponer que a(ty),,b, atya’ y bt,b’. Por definicion, existen a” y b"” tales que
a""b", a"1,ay b"1t,b. Como la relacion t; co-preserva a la relacion t, se obtiene
que se contfinua con lo establecido anteriormente. Por definicidon, se obtiene

que a'(ty),,b", esto es, (7,),, Co-preserva a t,.
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