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INTRODUCCION

Este compendio ofrece un recorrido por tres temas fundamentales y
fascinantes de la matemdtica: diversas demostraciones del Teorema de
Pitdgoras, la resoluciéon de un problema olimpico, y la deduccién de la
formula cuadrdtica. Estos temas fueron presentados el dia 13 de noviembre
de 2024 en una serie de conferencias matemdticas para motivar a los

estudiantes al estudio continuo de las matemdaticas en su forma pura.

Inicialmente, se explora la deduccion de la formula cuadrdtica, una
herramienta crucial en dlgebra que facilita la resolucion de ecuaciones
cuadrdticas. Seguidamente, el Teorema de Pitdgoras, uno de los pilares de
la geometria, que ha trascendido generaciones y culturas debido a su
simplicidad y su relevancia en diversos contextos, desde la construccion de
edificios hasta el cdlculo de distancias en el espacio. Este compendio reune
multiples demostraciones de este teorema, incluyendo enfoques

geomeétricos y algebraicos.

La Ultima seccidn examina un problema de competicidon matemdatica
de nivel olimpico, un contexto en donde los estudiantes de diversos paises
se enfrentaron haciendo uso de un pensamiento critico y habilidades
analiticas avanzadas. El problema 4 presentado en el examen de la XXVI
Olimpiada Matemdtica de Centroamerica y del Caribe reune una variedad

de topicos que eran Utiles para su solucion.

Este compendio se propone como una fuente de inspiracién para
estudiantes, docentes y entusiastas de las matemdaticas, ofreciendo no solo
conocimientos matematicos sélidos, sino también ejemplos de la aplicacion

y el impacto de estos conceptos en contextos histéricos y contempordneos.
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Completacion del cuadrado

M. Sc. Mario Canales

Dado la ecuaciéon x? + bx , representa el drea de un cuadrado de lado x y

drea x? y un rectdngulo con drea bx:

Se divide el rectangulo en 4 partes iguales a lo largo del labo b , y se
. , b . b
obtienen 4 rectangulos con lados  x vy L/ Cuyaadreaes _x cada uno.

Luego se forma la siguiente figura:

: X ¢

4 4‘
b X b
4 4

X
b c
4 4

b Y

1 4

™
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N

Se puede notar que la figura le hace falta las esquinas y al completarla se

forma:

Plo x Ak
16 |4 4 ’_1_5_
b X b
4 4

X
a b
4 4
b | b b1 b
16 |4 41 16

~ . . s b ,
Donde cada pequeno cuadrado fiene dimesson R el drea de cada uno

b? .
de ellos es e Luego se obtiene:

bZ
2
X +bx+4<16)
2

Zb_
x+x+4

simplificando
b 2
2 —
x°+ bx + (2)

factorizando

(+3)

2
. s b o
Luego la expresion (5) es la que se utiliza para completar el cuadrado.



Deduccion de la formula cuadratica

Sed ax? + bx + ¢ = 0 la ecuacién general de la ecuacién cuadrdtica.

Luego se divide toda la ecuacion entre a , el coeficiente principal, se

obtiene:

ax?+bx +c
a

Simplificando:

, b c
x*+—-x+—=0
a a

El término para completar el cuadrado es:

(z)

Se suma a la derecha y a la izquierda de la ecuacion

e () =i )
x ax 2a)  a 2a
Elevando al cuadrado y factorizando
( N b )2 B c+ b?
T4 T T ad 12
Sumando fracciones
b\?> —4ac+ b?
(x+—) _raero
2a

4q?

Arreglando el numerador

(_I_b)z b? — 4ac
x 2a 4q?

Sacando raiz cuadrada a ambos lados:

o)
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<+b)2_ b% — 4ac
x 2a) 4q?

N b 4 b? — 4ac
T~ T 4q?
Despejando x:
b b? — 4ac
X=—dt———
2a 2a

De lo cual, se obtiene la fobrmula cuadrdtica.

B —b + Vb? — 4ac
x= 2a
]



Enfoque babildnico de solucién de
ecuaciones cuadraticas

M. Sc. Juan Pineda

El enfoque babildnico de solucidn de ecuaciones cuadrdticas se ejemplifica
en un problema en la Tablilla BM 13901: «He sumado siete veces el lado de

mi cuadrado y once veces el drea, [obteniendo] 6; 15»

En expresidn actual es de la forma 7x + 11x2? = 6; 15, refiriéndose al
drea de 11 cuadrados, un rectdngulo de lados igual al del cuadro (x)y 7,

equivalente al drea de un rectdngulo de medida 6;15 en notacién

. . 1 . .
sexagesimal, es decir 62 en el sistema decimal

En el caso especifico del problema de la tablilla BM 13901, se puede

representar graficamente de la forma siguiente:

Se tiene 11x% + 7x = 6%

Se multiplica por 11 cada término de la expresion:

2.2 — 1
117%¢% + 11(7x = (1D6

3
(112)% + (7)(11x) = 68
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7 3
(11x)% + 2 (E) (11x) = 68

Al completar al cuadrado se obtiene:

2

(11x)2 + 2 (;) (11x) + (;)2 = 684i * (9

7 1 3 1
2 r Z = _ Z
(11x) +2(2) (11x) + 12 =68 +127

N[ =

A
o

(=]

[}

(=}

=2}

—11x

=}

(=}

(=]

(=}

N PN N P N PP N N T SN N

(=]

11x

Esto es:

1 3 1
(112)* + 7(11)x + 12 = 687 + 12 = 81

112
(11x+3§) =92

Luego expresamos a 81 como un cuadrado de lado 9:

81
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3:2 €T
mz xT
.,L"Z xr
x? x
—
a? z — 8 1
- z
zz €T
22 x
x? @
a? z
‘E'-, xT
\ Y A Y ) \ Y )
11x 3 9

Restar 3% , que se multiplicé, de cada lado:

1 1 1
11x+3§—3—=9—3—

2 2
11x = 5%
2
L Y J L Y J
1
11 _
X 52
11 —51—11—11 !
XY= T T
Por lo tanto: X = %

En forma general para resolver una ecuacion de la forma ax? + bx = ¢, con
aquellos valores concretos para a, b, c. Tenemos que deducir x. La solucidon

babildnica nos dice:

1. Multiplicar ¢ por a, lo que da ac:

a’x? + abx = ac ,yagrupando  (ax)? + b(ax) = ac



2. Dividir b por 2, que es g

b b2
3. EIevorE al cuadrado para obtener ”

4. Sumar esto a ac, que es

(ax)* + 2(§>ax +<g)2 = ac + (g)

b\? b?
(ax+§> =ac+z

2

, 2 > .

5. Tomar su raiz cuadrada. \/(ax + g) = Jac + b: - ax + g = /ac + bT
b b2 b
6. RestarZ, lo que hace: ax = /ac +o -3

/ b2 b
. . . ac+___
7. Dividir esto por a, y larespuesta es: x = %

Esto es equivalente a la formula que se ensena hoy

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

"
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Teorema de Pitagoras

M. Sc. Juan Carlos Iglesias

Pitdgoras fue un fildsofo — matemdtico griego que nacid en la Isla de Samos,
569 — 475 a.C. Se supone que viajo por el mundo de su tiempo para acceder
al conocimiento de otras civilizaciones. Fundd lo que se conoci® como
escuela Pitagorica. EL Teorema de Pitdgoras es uno de los resultados mds

famosos de la geometria.

Teorema: En un triangulo rectangulo la suma de los cuadrados de los catetos

es igual al cuadrado de la hipotenusa.

c? = a? + b?
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Interpretacion del teorema de Pitdgoras:

Demostracion 1:

B 4 ] Ag orig — 44, + Ay pequ

1
b - (a+b)2=4[§ab]+c2

a?+ 2ab + b? = 2ab + c?

a’ + b% = c?
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-
I Demostracion 2:

Demostracion 3: Se presume que esta es la demostracion que difundia Pitdgoras:




a’?+b*>=ca +cb' = c(a' +b’) = ¢?

Demostracion 4: “Pappus”

AACH ~4ABC
b ¢
b b
- b% =cb'
ABCH ~A4ABC
<
ad a
- a?=cad

a? + b? = c?

15

Matematicas, UPNFM-CURSPS, 2024

iencias

de C

émica

7

Seccion Acad



—

O pemostracion 5: “Pi agoras”

2+ b%=c?

a

Demostracion é: “Perigal”
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Demostracion 7: James A. Garfield, 20 presidente de USA

a ATrapecio =2A,4 +t A,

(a+b

> )(a+b)=2 Bab]+%cz

a2 4ab+s b= ab+ac?
b Za a > =a 2c

a? + b% = ¢?

Demostracion 8: “Platéon” (isdésceles)

17
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—

oo Demostracion 9: “Euclides”

-

-

-n

AABF = AACH por LAL

= Ayapr = Ajacu

AABF = AACH por LAL

= Ayapr = Ajacu

AABF = A4ACH por LAL

A apr = AjacH

A aBr = Asacr

AABF = AACH por LAL
Ayapr = Ajacu
Apagr = Asacr

Aana = Asach



AABF = AACH por LAL
Ayapr = Ajacu
A asr = Ajacr

Aang = Asach

AABF = AACH por LAL
Ayapr = Ajacu
A apr = Ajacr

Aana = Asach

AABF = AACH por LAL
Aapr = Ajacu
A apr = Ajacr

Ayang = Asacu

19
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Temas involucrados en el Problema 4 de la

Problema 4. Sea ABC un triangulo, | su incentro y
I su circuncirculo. Sea D la segunda interseccion
de Al con I. La recta paralela a BC por | corta a
ABy a AC en Py Q, respectivamente. Las rectas
PD y QD cortan a BC en E y F, respectivamente.
Demostrar que los triangulos IEF y ABC son

semejantes.

OMCC 2024

M. Sc. Victor Cardenas

D

Previo a ver la demostracion, se presenta los temas que se esperaba el

estudiante dominard para resolver este gjercicio.

Triangulo Isésceles

AB = BC
3A = 4C

Angulos internos de un tridngulos y
dngulo externo

a+p+y=180°

d=a+p



D F
Dy
7I's
LA IREN
4 N
’ N
PR SN
R N
s l,t’ LSRN
R LAY
(ol S
¢
A M B
Cc
D
M
A
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Triangulos semejantes

Sus angulos correspondientes son iguales

y
AB _BC AC
DE EF DF

Mediatriz de un segmento
L es perpendicular a AB y lo biseca:
| L AByAM = MB
VP € l,AP = PB

Cuadrilatero cometa
Tiene 2 pares de lados consecutivos
iguales.
AB =AD yBC =CD
Ademdas, AC es mediatriz de BD

Angulo inscrito

AB

21
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[AA

Angulo semi-inscrito
V es punto de tangencia, entonces

—

AV

Potencia de un punto P (interior)
AP -PB = PC-PD

Potencia de un punto P (exterior)
Sea PT tangente a la circunferencia, T €
Circunferencia, entonces
PT? = PA-PB

Angulos entre rectas paralelas y una

transversal

P
l

; a:y:g:d)yﬁ:é‘:;{:w

C
B
D
A
T
B
A
Iy
B
a
Y
A [
€
¢
w

ly



Teorema de Thales
Seanl; I L, 1l Is

AB _DE
BC EF

Propiedad especial: incentro y
circuncentro
Sea ABC un frigngulo, | su incentro, T su
circuncirculo y D la interseccién de Al
con T; entonces, D es el circuncentro de
BIC.

Se procede a presentar las dos soluciones esperadas para este problema:

Solucion 1

1. Notar que 4BPI esisdsceles, ya que 4PIB = 4IBE = £PBI

A

i
BA=A

23
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N
=N

2. Luego, 4BID también es isGsceles
e Se puede argumentar que por la propiedad de incentro —

circuncentro se tiene que DB = DC = DI
A
B“ ! ! ! .\ c
W
D

e Alternativamente, por la igualdad de dngulos £DBI 'y ADIB

1 1
4DBI = 4DBC + ACBI = 4CBI + 4DAC =§AB +EAA = AIBA + AIAB

= 4DIB

3. Demostrar que BP || EI
a. Una forma es mostrando que el punto E estd enlarecta PD, que

es mediatriz de Bl, por lo tanto, 4BEI es isdsceles. Luego, 4EIB =
4EBI = AIBP.



b. Alternativamente, mostrar que BPID es un cometa, por lo que
PD biseca a BI y PD es perpendicular BI. Ademds, BI biseca a
PE pues es altura y bisectriz de BEP. Por lo tanto, BEIP es

paralelogramo.

AN
)

4. Concluir AABC~A4IEF

F
D
Indicar la analogia, que implica IF || AC. La semejanza se puede

concluir por criterio AA, pues AIEF = 4ABC y 4IFE = 4ACB, o también

mencionando que son tridngulos homotéticos.

25
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Solucion 2

1. Como enlasolucion 1, se demuestra que BD = BI

entonces por semejanza o teorema de Thales



™~
DE DX DX DF N
pp~ DI DI~ DQ

3. Larecta DB es tangente al circuncirculo de ABX, debido al teorema

de angulo semi-inscrito, pues:

4DBX = ADBC = 4DAC = 4BAD

4. De la potencia se fiene que % = % y utilizando 2 se tiene:
DE _ DI DI _ DF
DP _DA’DA_DQ
Porlo tanto, EI | AB y FI || CA

Seccion Académica de Ciencias Matematicas, UPNFM-CURSPS, 2024



28

5. Como en la solucidn 1, se concluye que AIEF~ AABC
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