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SOLUCIONES DEL NIVEL I

Problema 1. Encuentre un ntimero de dos cifras, tal que al intercambiar sus cifras se forma
un nuevo namero y al restarselo al original, su resultado es 45.
Solucién:

Sea n = 10a + b dicho numero, entonces 10a + b — (10b + a) = 45 = 9a — 9b = 45, de
donde obtenemos que a — b = 5, luego un ntimero podria ser 94.

Problema 2. Dos hormigas caminan por los lados de un cuadrado de 35 cm de lado.
Comienzan a moverse simultaneamente, desde el mismo vértice y en sentidos opuestos. Una
hormiga va a 1 cm/seg y la otra a 2 cm/seg. Calcular la distancia (en linea recta) que separa
a las hormigas cuando han transcurrido exactamente 817 segundos desde que salieron.
Solucién:

La distancia que recorri6 la primer hormiga es 817 cm (en contra de las manecillas del reloj),
lo cual nos dice que recorri6 23 veces la distancia del lado del cuadrado, y 12 cm més del
siguiente lado faltando 23 cm para recorrer 6 veces todo el cuadrado regresando al mismo
veftice de donde partio.

La distancia que recorrié la segunda hormiga es 1634 cm (a favor de las manecillas del
reloj), lo cual nos dice que recorri6 46 veces la distancia del lado del cuadrado, y 24 cm maés
del siguiente lado, faltando 11 cm para llegar al cuarto vértice (siendo el primer vértice el
inicial). Por lo tanto, la distancia seria la hipotenusa del triangulo rectangulo con catetos 35
cm y (24-12) em = 12 cm. Es decir, la distancia entre ambas hormigas es v/35% + 122 = 37cm.

Problema 3. Sea ABC' un tridngulo y D un punto del lado BC' tal que LADB = 70°
y £DAC = 28°. En la prolongacion del lado AC' se marca el punto E tal que CD =CFE
(C' queda entre A y E). Calcular la medida del 4ngulo ZBDE.

Solucidén:
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Observe que el tridngulo EC'D es isosceles, con Z/DEC = ZEDC = x. Se deduce que
2z 4+ 110° 4+ 28° = 180°, y por lo tanto x = 21°. Finalmente, se concluye que /BDFE =
180° — x = 159°.

Problema 4. Hallar el menor entero positivo, tal que la suma de sus digitos sea 2015 y el
producto de sus digitos sea 303!
Solucidén:
Note que el nimero buscadoes,n=1-1---1-2-3-5-5---5-8-8---8-9-9-..9 puesto
——— S—— ——

—
1640 31 10 15

que 303t =1-1---1-2-3--5%1.810.915 va que la suma de sus digitos nos da como resultado

1640
2015=1-1640+2+3+5-31+8-10+9-15.

Problema 5. Calcular el valor de la expresion

4= (1-2) (-5%) (1)

Solucidén:
Notemos que:

XY (o Ltyo3.8_2_3+1
22 32) 4 9 3 2@3)

oYL Ly_3 8 15 5 4+l
22 32 42) 4 9 16 8 24

De donde se puede deducir que,
1 1 1 2015+1 2016 1008
A — 1 _—— 1 _—— “e e 1 — — g —
22 32 20152 2(2015) 4030 2015
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Para justificar el resultado probaremos por induccién matematica que:

1 1 1 n+1
1——)(1-=) - (1-=)=="= N
(1) (1) (13) = e

1 1 1 kE+1
Supongamos que paran =k, k € N, (1——) (1——) (1_ﬁ> :%

Tomemos ahora n = k£ + 1, entonces:

;5<1i)...(1i><1t 1 >_(k:+1)[(k:+1)2_1]_(k+1)k;(k;+2)
22 k2 (k+1)2) 2k (k+1)2 2k (k+1)2

(k+1)+1

2(k+1)

Por lo tanto, queda demostrado el resultado.

Problema 6. Sean a y b dos ntimeros naturales tales que a®+b* = 10530 y mcm(a, b) = 297.
Calcular a y b.
Solucién:

Notemos que 297 = 3 -3 -3 - 11, es decir que los nimeros que buscamos deben estar
formados por dichos factores, de donde a = 3% = 27, y b = 3% - 11 = 99, tambien satisface
a=299,b=27.
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SOLUCIONES DEL NIVEL II

Problema 1. Encontrar todos los niimeros de dos digitos tal que al restarle la suma de sus
digitos el resultado es 45.
Solucién:

Sea n = 10a + b, tal que a y b son digitos.
Entonces (10a + b) — (a +b) = 45 = 9a = 45 = a = 5, y como b puede ser cualquier digito,
entonces los ntameros buscados son 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59.

Problema 2. Lempira escribi6 el nimero n de 100 cifras, todas iguales a 9. A continuacion,
calculo n? (n elevado al cuadrado) y finalmente hallo la suma de todos los digitos de n?.
Determinar el valor de la suma que hall6 Lempira.

Solucidén:
Sean = 999---9 entonces n? = (101°-1)2 = 10?°-2.10'°+1=1 0---0 1-2 0---0 ,
— ~—— ~——
100 cifras 199 cifras 100 cifras

2_9... - =9. =
de donde obtenemos que n* = 9 f 980 fOl, luego la suma es s =9-99 + 8 + 1 = 900.
9cifras 100cifras

Problema 3. Sea ABC' un tridngulo rectangulo con AB = 20, AC' =21 y BC' = 29. Sean
D y E puntos del lado BC' tales que BD = 8 y EC = 9. Calcular la medida del angulo
/DAFE.

Solucidén:

. Observe que los tridngulos ABE y ACD

/ son isoceles. Por lo tanto, 180° = ZABE +

®=%  /BAE + /AEB = /ABE + 2/BAE =

. LABE+2(£{BAD+ ZDAE). Similarmente,

180° = LZACD+2(LEAC+/ZDAE). Suman-

DE = 12 do estas dos tltimas ecuaciones se deduce que

180° = ZABE + ZACD + 2/DAFE Pero,

D /ABE + ZACD = ZABC + ZACB = 90°,

ya que ZBAC = 90°. Por lo tanto, ZDAE =
45°.

=
ve)
I

3
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Problema 4. En un colegio, el 81 % de los alumnos estudia inglés y el 80 % de los alumnos
estudia computacion. La proporcion de los alumnos que estudian inglés entre los que estudian
computaciéon es igual al doble de la proporciéon de los alumnos que estudian inglés entre los
que no estudian computacion. Hallar el porcentaje de alumnos de la escuela que no estudia
ni inglés ni computacion.
Solucidén:
Sean a la cantidad de alumnos que estudian inglés pero que no estudia computacion.
b la cantidad de alumnos que estudian computaciéon pero no estudia inglés.
c la cantidad de alumnos que estudian inglés y computacion.
d la cantidad de alumnos que no estudian inglés ni computacion.

( Inglés Computacion )
d
Por hipotesis se tiene que ¢ 2 a de donde
r hi i iene qu = n
P 4 b+ c a+d’
c b+c
~- =9 1
a a+d (1)
b+c 80
P t te, ——— = — 1
or otra parte, TThicrd 100 uego
a—+d _a+btc+d b+ c B 80 20
a+b+c+d a+b+c+d a+bt+c+d 100 100
. 80
Remplazando en (1) resulta que — = 24 =8 = ¢ = 8a.
100

Dado que el 81 % de los alumnos estudia inglés

a—+c B 9a _81
a+b+c+d a+b+c+d 100

¢ ) fnalmemt
_— = — nalmemetve
a+b+c+d 100’

d  atd a 20 9 11
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d 100

De donde se deduce que

100 100

Por lo tanto, los alumnos que no estudian ni inglés ni computacion son el 11 %.

Problema 5. Mario escribié 13 ntimeros consecutivos, para ello utilizo: tres veces el 0, una
vez el 1, catorce veces el 2, una vez el 3, una vez el 4, una vez el 5, catorce veces el 6, una
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vez el 7, dieciséis veces el 8 y trece veces el 9. jCuales son los 13 niimeros consecutivos que
pudo escribir Mario? Escriba todas las posibilidades.
Solucién:

Sean n,n+1,...,n+12 los nimeros que escribié6 Mario, la cantidad de digitos que utilizo
se pueden resumir en la siguiente tabla:

digito [0 L] 2 [3[4[5]6 7] 89
cantidad | 3 | 1|14 |1 | 1| 1|14 [1]16 13

Observe que los trece niimeros son de 5 digitos, ya que
341 4+144+1414+14+14414+16+13=65=5-13

Para un ntmero natural m defina d;(m) como el digito que ocupa la posicion i, de derecha
a izquierda, del namero m, es decir, d;(m) representa el digito de las unidades de m, dy(m)
el digito de las decenas de m, ds(m) el digito de las centenas de m y asi sucesivamente.!

Note que dy(n) = dy(n + 10), di(n + 1) = di(n + 11) y di(n + 2) = dy(n + 12), por
tanto deben haber tres digitos consecutivos que Mario escribi6é al menos 2 veces cada uno.
Esto implica que d;(n) = 8. Luego, Mario utiliz6 en los digitos de las unidades de los trece
numeros: una vez los nimeros del 1 al 7 y dos veces los niimeros 8, 9 y 0.

Cantidad de digitos restantes
digito |0 1] 2 |[3]4|5,6 7] 8|9
cantidad | 1 |0 13]0|0[0 | 13]|0 |14 |11

Como di(n) = 8, para los digitos de las decenas de los trece ntimeros se tiene que:

dy(n+1) = dy(n) 2 veces el digito dy(n)
do(n+2)=---=dy(n+11) =dy(n) + 1 10 veces el digito da(n) + 1 (mod 10)
da(n+12) = dy(n) + 2 1 vez el digito dyo(n) + 2 (mod 10)

Contrastando con la tabla anterior se observa que la tnica posibilidad es que dy(n) = 8. Es
decir, se utilizaron en las decenas, dos veces el nimero 8, diez veces el niimero 9 y una vez
el 0.

Cantidad de digitos restantes
digito [0 1] 2 [3]4]|5]|6 7] 8|9
cantidad [0 |0 {13000 130|121

Como di(n) = ds(n) = 8, para los digitos de las centenas de los trece ntimeros se tiene
que:
dz(n+1)=---=d3(n+11) =ds(n) 12 veces el digito ds(n) (mod 10)
ds(n +12) = ds(n) +1 1 vez el digito da(n) + 1 (mod 10)

Por lo tanto, la tinica opcién es que dz(n) = 8, es decir, para los digitos de las centenas
de los trece niimeros se utilizaron doce veces el niimero 8 y una vez el ntmero 9.

"Para cada i defina m; = m (mod 10%), entonces di(m) = my y para i > 1, d;(m) = "= (mod 10).
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Cantidad de digitos restantes
digito |0 |1 2 |3]4|5]6 [7]8]9
cantidad [0 (O |13 ]0[0 |0 |13]0]|0 |0

Ahora, las tnicas dos opciones posibles son: dy(n) = 2,ds5(n) = 6 y dy(n) = 6,ds(n) = 2.
Por tanto, todas las posibilidades de los trece nimeros que pudo escribir Mario son:

26,888 26,889 26,890 26,891 26,892 26,893 26,894 26,895 26,896 26,897
26,898 26,899 26,900

y

62,888 62,889 62,890 62,891 62,892 62,893 62,894 62,895 62,896 62,897
62,898 62,899 62,900

Problema 6. El trapecio isosceles ABC'D de bases AB y C'D tiene una circunferencia k

que es tangente a sus cuatro lados. Sea 1" el punto de tangencia de k con el lado BC', y P es

AP 2 AB
el segu.ndo punto de interseccion de AT con k. Si se sabe que AT 5 calcular D
Solucién:

Como ABCD es isésceles, k toca a las bases AB y C'D en sus puntos medios M y N
respectivamente. Sea AB = 2a y CD = 2b, por ser el trapecio isosceles y segmentos de
tangentes obtenemos que AM = BM = BT =ay CN = C'T = b, también por potencia de
un punto respecto de k,

AP - AT = AM?* = a*. (2)

Si prolongamos AT y C'D hasta que se corten en (), con esto los tridngulos AABT y QCT
son semejantes por ser AB||C'D, y AQ con C'B son segmentos transversales a estos. Como
AB = 2BT obtenemos QC = 2CT = 2b. Entonces QN = QC' +CN = 2b+ b = 3b, de modo
que, nuevamente por potencia de punto de un punto,

QP - QT = QN? = 9p*. (3)

De la semejanza se tiene % = BT — ¢ Ahora usando (2) y (3)

para obtener ;TQQ = % = S-ﬁ - 2 luego S_ﬁ =&
Por otra parte
AP AT -PT 1- %

QP QT +PT 9Ly BT
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PT _ AT-AP _ { _ AP ion AP _ 2 PT _3 -
Como 7 = =7~ =1 — 45, la condicién 47 = £ nos da 7 = ;. En consecuencia,
A 1-32
a P :
9% QP g + %’

a __
que conduce a § =

s

AB _ 1
. De modo que la respuesta es 57 = 3.
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SOLUCIONES DEL NIVEL II1

Problema 1. Encontrar todos los numeros de tres digitos tal que al restarle la suma de sus
digitos el resultado es 450.
Solucidén:

Sea n = 100a + 10b + ¢, tal que a,b y ¢ son digitos.
Entonces (100a + 10b+ ¢) — (a + b+ ¢) = 450 = 99a + 9b = 450 = 11la + b = 50, de donde
se nota que a = 4, b = 6 es la tnica solucion, entonces los ntimeros buscados son 460, 461,
462, 463, 464, 465, 466, 467, 468, 469.

Problema 2. Se tienen 26 tarjetas y cada una tiene escrito un nimero. Hay dos con el
1, dos con el 2, dos con el 3, y asi siguiendo hasta dos con el 12 y dos con el 13. Hay que
distribuir las 26 tarjetas en pilas de manera que se cumplan las dos condiciones siguientes:

= Si dos tarjetas tienen el mismo ntimero estéan en la misma pila.

= Ninguna pila contiene una tarjeta cuyo ntmero es igual a la suma de los niimeros de
dos tarjetas de esa misma pila.

Determinar cual es el minimo nimero de pilas que hay que hacer.
Solucidén:
Probaremos que el minimo de pilas es tres, denotaremos con (i,1) el par de tarjetas con
el mismo ntmero ¢, para: =1,2,3,...13.
Supongamos que tenemos dos pilas, entonces iremos colocando las tarjetas de forma obligada.
Notemos que al principio tendremos {(1,1)](2,2)}, ya que 1 +1 =2,
R

pilal  pila2
luego en segundo lugar{(1,1), (4,4)|(2,2)} ya que 2 + 2 = 4,
—_—————

pila 1l pila 2
luego en el tercer paso {(1,1),(4,4)|(2,2),(5,5),(8,8)}, vaque 4 +4 =8,y 1 +4 =5,
pi;;l pi;g2

luego note que la pareja (3,3) ya no puede ir en ninguna de las pilas, puesto que 1 + 3 = 4,
y 2+ 3 =5, esto prueba que necesitamos mas de dos pilas.
luego una posible distribucion seria:

{(1,1),(4,4), (7,7),(10,10), (13,13) | (2,2), (3,3), (11,11), (12,12) | (5, 5), (6,6), (8,8), (9,9)}

N /
—~~ —~~ —~~

pila 1 pila 2 pila 3
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Problema 3. Sean a, b, c las tres raices de la ecuacién 323 + x + 2015 = 0. Encuentra
(a+b)*+ (b4 c)* + (c+a).

Solucidén:

Como a, b, ¢ son raices de la ecuacion se cumple que a+b+c =0y abc = —%, también
3a% +a+2015 =0, 3> + b+ 2015 =0y 3c® + ¢ + 2015 = 0, que sumando estas tltimas se
obtiene

3a®+ b+ )+ (a+b+c)+3(2015) =0 = a® +b* + ¢* = —2015.

Con esto
(@a+0)°+ b+’ + (c+a)’ = (—¢)° + (—a)’ + (=b)’ =

= —(a® + b* 4 ¢*) = —(—2015) = 2015.

Problema 4. Sea ABC un tridngulo tal que AB = 169, AC' = 144 y 34 A + 24 B = 180°.
Calcular la medida del lado BC.
Solucién:

En el tridngulo ABC' tenemos que LA+ £B 4+ £C' = 180° = 34 A + 24 B, luego

£C =24LA+ 4B

Sea D en el lado AB tal que AD = 144. El triangulo ACD es isosceles, con LACD =

LADC — M — 4A+ 4B,

p
.
144 -
.
.
.
.

144 25

Entonces, el triangulo CBD tiene L BCD = 24 A+ 4B —({LA+4B) = Ay LCBD = 4B,
AB  BC

por lo que es semejante al triangulo ABC'. Por lo tanto, — = ——, es decir,

BC  BD’
BC? = AB - BD
Como BD = AB — AD = 169 — 144 = 25, BC? = 169 - 25, de donde resulta BC = 65.
Problema 5. Lempira hace la lista, en orden ascendente, de los primeros 2015 niimeros

naturales cuya suma de digitos es igual a 5. ; Cual es el tiltimo ntimero de la lista de Lempira?
Solucién:
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Sea z un nimero de los de la lista de Lempira. Si x tiene a los méas k-digitos, entonces
podemos escribir x = T1T9---x), donde 0 < x; < 5y a1+ 29+ -+ + 2 = 5. Observe
que contar cuantos ntumero de la lista de Lempira de a lo més k-digitos es un problema de
permutaciones con repeticion. Por lo tanto hay

(k +4)!

Jk) = (k— 1) 5l

de a los méas k-digitos en la lista de Lempira. El valor de f(k) més cercano a 2015 se obtiene
para k = 10, f(10) = 2002. Esto significa que el nimero mas grande de 10-digitos es el
ntimero 5000000000 y esta en la posicion 2002. Luego, el ntimero de la posicion 2015 lo
encontramos haciendo la siguiente lista:

posicién | ntimero posicién | nimero posicién | ntimero

2002 5000000000 2008 10000000103 || 2014 10000000220
2003 10000000004 || 2009 10000000112 || 2015 10000000301
2004 10000000013 || 2010 10000000121
2005 10000000022 || 2011 10000000130
2006 10000000031 || 2012 10000000202
2007 10000000040 || 2013 10000000211

Por lo tanto, el niimero de la posicién 2015 en la lista de Lempira es 10000000301.

Problema 6. Diremos que un entero positivo n es increible si tiene dos divisores positivos
dy, dy tales que n = (dy — 1)(d2 + 3). Hallar todos los ntimeros increibles.

Solucioén 1 Como d; y ds son divisores de n se tiene que esxisten enteros positivos a y b tales
que n = (dy — 1)(da + 3), n = ad; y n = bda, con esto y la igualdad n = (dy — 1)(da + 3) =
dydy + 3dy — dy — 3 obtenemos que dy + 3 = ldy y 3(dy — 1) = md, para enteros positivos [ y
m, por lo que do =1ld; — 3y

3(d; — 1) = m(ldy, — 3) & di(Im — 3) = 3(m — 1).

También obtenemos que dy(Ilm — 3) = 3(3 — )

En ambas ecuaciones tenemos tres casos:

Caso I: Si lm < 3 entonces 3(m — 1) = d;(Im — 3) < 0 = m < 1, que no es posible.

Caso II: Si Im > 3 entonces 3(3 — 1) = dao(Im —3) > 0=1< 3, es decir | =1, 2.

i) Si l = 1 entonces dy = S5 d, = 3n=1)  como dy y dy son enteros positivos, los posibles

m—3" m—3
valores de m son 4, 5,6, 9, de esto

dg = 6,d1 = 9,71 = (8)(9) =172
dg = 3,d1 = 6,71 = (5)(6) =30
do = 2,dy =5,n = (4)(5) = 20
dg = 1,d1 = 4,71, = (3)(4) =12
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d, = 3(m—1)

1 o .
= 5,.—3» como dy y dy son enteros positivos, los posibles

ii) Si [ = 2 entonces dy = 5>,
valores de m son 2, 3, de esto
dy = 3,dy = 3,n = (2)(6) = 12(repetido)
dy=1,d1 = 2,n = (1)(4) = 4
Caso III: Si lm = 3 entonces [ =3,m =1y ds = 3(dy — 1) por lo que n = 3d;(d; — 1) para

cualquier entero d; > 1. En resumen los ntimeros increibles son: 4, 12,20, 30,72 y todos los
de la forma 3d;(d; — 1) para cualquier entero d; > 1.

Solucioén 2

Consideremos un ntmero increible n y sean d;, dy los correspondientes divisores; notemos
que d; > 2. Como d; divide a n = (dy — 1)(d2 + 3) y med(dy,d; — 1) = 1, vemos que
dy divide a dy + 3. Luego dy + 3 = kd; para algin entero £ > 1. Ademés, dy divide a
n = (d —1)(dy +3) = (dy — 1)dy + 3(dy — 1), entonces dy divide a 3(d; — 1). Esto tdltimo
implica que dy < 3d; — 3.

Si k > 3 entonces dy + 3 = kd; > 3d;. Esto, combinado con dy < 3d; — 3 conduce a
dy + 3 = 3d,. Reemplazando | = d; — 1 > 1 obtenemos que n tiene la forma:

n=(d —1)(dy+3) =1-3dy = 3I(1 +1)

Reciprocamente, cada ntmero n = 3[(l + 1) con [ > 1 es increible. En efecto, elegimos
di =1+ 1, dy = 3l. Es claro que dy, dy dividen an,y (dy —1)(da +3) = 3l(l+ 1) = n.

Si k = 2 entonces dy +3 = 2d; < dy = 2d; — 3. Como dy divide a 3d; — 3, también debe divi-
dir a (3d;—3)—(2d;—3) = d;. De modo que dy < dy, lo que implica que 2d; —3 < d; < d; < 3.

Las tnicas posibilidades son d; = 2y d; = 3, que conducen a dy = 1y dy = 3, respectivamen-
te. Los correspondientes n son n = 4 y n = 12. Se verifica directamente que son increAbles.

Si k = 1 entonces dy + 3 = dy, luego n = (dy — 1)(ds + 3) = dy(dy — 1) y ademas d; > 4.
Aqui d; — 3 = dy divide a 3(d; — 1) = 3d; — 3, de modo que d; — 3 también divide a

Como d; — 3 > 0 (pues d; > 4), se deduce que d; —3 € {1,2,3,6} < d; € {4,5,6,9} = n =
di(dy — 1) € {12,20,30,72}.

Se comprueba directamente que los cuatros valores de n obtenidos son increibles; n = 12 ya
estaba presente en el caso k = 2.

En resumen, los valores increibles de n son 4, 12, 20, 30, 72 y también todos los n de la forma

n =3l(l+1) con [ > 1. Los cinco valores excepcionales no se pueden obtener de la férmula
anterior para ningun /.
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