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1. Soluciones Nivel 1

Problema 1. Como cada lado del triangulo estda compuesto por 6 fésforos, Kevin utilizé 6 x 3 = 18
fosforos en su construccion. Por lo que le sobran 38 — 18 = 20 fésforos para construir un cuadrado.
Como un cuadrado tiene 4 lados, cada lado del cuadrado estara formado por % = 5 fosforos.

Aqui un bosquejo de la solucién:

Problema 2. En la figura mostrada a continuacion se han marcado los triangulos 11,75, ..., Ts.
Para cada i = 1,2,...,8 denotaremos el area del tridngulo T; por |T;|. Entonces, el problema nos
pide encontrar el valor de |T| — |T1].

Observa que la unién de los triangulos T7,75,Ty y 15 es un rectangulo de dimensiéon 4cmx6cm.
Similarmente, la unién de los tridangulos 15, Ts, 17 vy Ty es un rectangulo de dimension 6¢cmx12cm.
Por lo que:

|Th| + |T5| + |T4| + |T5] = 4em x 6cm = 24¢m? (1)
|Ty| + |Ts| + |T%| + |Ts| = 6¢m x 12cm = 72cm? (2)
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Como T3,Ty, ..., Ty son tridngulos rectangulos con catetos paralelos a los ejes, podemos calcular
facilmente su area:

T3] = 3(4 x 2)cm? = 4em? Ty| = 3(2 x 4)em? = 4em? |T5| = 3(2 x 6)cm? = 6em?

Ts| = (4 x 10)em? = 20cm? Ty = (2 x 12)em? = 12cm? Ts| = 1(6 x 2)em? = 6cm?
2 2 2

Combinando estos resultados con las ecuaciones (1) y (2) obtenemos que |Ti| = 10cm? y |Ty| = 34cm?,
por lo tanto, la diferencia de las dreas de los dos triangulos que indica el problema es:

|Ty| — |T1| = 24cm?.

Problema 3. Sea S =74+ 77+ 777+ ---+ 7---7 la suma de los primeros 77 niimeros intibucanos,

77T—veces
entonces, el problema nos piden encontrar el digito de las decenas de S. Nota que solamente los

digitos de las unidades y decenas de los 77 niimeros intibucanos “aportan” al digito de las decenas
de S.

TH
77H
TrTH
77T+
777 - 177
S

Luego, el digito de las decenas de S es el mismo digito de las decenas de:

T4+ 7T+ 7T+ -+ 77 ="T+77-76 = 5859

T6—veces

Por lo tanto, el digito de las decenas de la suma de los primeros 77 nimeros intibucanos es 5.

Problema 4. Por hipétesis el tridngulo APC' es isésceles y L APC = 80°, entonces LACP = 80° y
LPAC = 20° (ya que la suma de dangulos internos de un tridngulo miden 180°). Como el tridngulo
ABC es equilétero, se tiene que £ BAC = 60°. Note que L BAC = { BAP + £ PAC, luego

ABAP = ABAC — £PAC = 60° — 20° = 40°

Utilizando nuevamente que el tridngulo ABC' es equilatero se tiene que AB = AC'y como el tridngulo
APC es isésceles también tenemos que AC' = AP. Combinando estas dos igualdades se concluye que
AB = AP y por lo tanto el triangulo ABP es también isésceles, luego {ABP = {APB.

Sumando dngulos internos en el triangulo ABP se tiene que

180° = LBAP 4+ LABP + £APB
=40°+ LAPB + L{APB
=40° + 24 APB



De donde se concluye que
180° — 40°
£APB = 1807 — 407 5 0 = 70°

B

Problema 5. Sea C,,, una cuadricula de m filas y n columnas y sean X y Y dos celdas de la
cuadricula C,, . Diremos que un camino de X a Y es una forma de llegar desde la celda X hasta la
celda Y realizando tinicamente movimientos hacia la derecha y hacia arriba.

Para ejemplificar el algoritmo de solucién de este problema utilizaremos una cuadricula de 4 filas y 5
columnas en la que caracterizaremos todos los caminos de X a Y. Nota que para llegar desde la celda
X hasta la celda Y debemos realizar 4 movimientos hacia la derecha y 3 movimientos hacia arriba.
Un movimiento hacia la derecha lo representaremos con la letra d, mientras que un movimiento hacia
arriba lo representaremos con la letra a. Asi cada camino lo podemos representar como una cadena
de 7 letras (4 d'sy 3 a’s).

En las siguientes graficas se muestran los caminos adadadd y ddaadda.

Camino adadadd Camino ddaadda
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Entonces encontrar todos los caminos de X a Y es equivalente a encontrar todas las permutaciones
diferentes que podemos formar con 4 letras d y 3 letras a.

De acuerdo con lo anterior, podemos generalizar lo siguiente: Sea C,, , una cuadricula de m filas y n
columnas y sea P(Cp,,) el total de caminos para llegar de la celda inferior izquierda hasta la celda
superior derecha, entonces P(Cy,,) se puede calcular como el nimero de permutaciones de m — 1



letras d y n — 1 letras a, lo que igual a:

Pu) - (DY)

(n—1)

En la siguiente grafica hemos marcado las celdas C'y D. Nota que para llegar desde la celda A hasta
la celda B tenemos que pasar obligatoriamente por la celda C' o la celda D y no existe ningtin camino
que pase simultdneamente por la celda C'y D (ya que no estdn permitidos movimientos hacia la
izquierda o hacia abajo), es decir, todos los caminos que pasan por la celda C' son diferentes de todos
los caminos que pasan por la celda D.

B

A

Sea n el nimero de caminos de A a B, entonces n lo podemos calcular como:

n = (Numero de caminos de A a C') - (Ntumero de caminos de C' a B)+
= (Ndmero de caminos de A a D) - (Niumero de caminos de D a B)

(1) ()
)0

Por lo tanto, hay 31,752 formas de llegar desde la celda A hasta la celda B realizando solamente
movimientos hacia la derecha y hacia arriba.

Solucion alternativa: Para esta solucién escribiremos en cada celda el niimero de formas de llegar desde
A hasta dicha celda. En la siguiente figura observa que para llegar a la celda pintada en azul solamente
podemos hacerlo desde la celda inmediatamente a la izquierda o desde la celda inmediatamente abajo.
Entonces es evidente que se debe cumplir que Z = X + Y.

X | Z
Y

Desarrollando este procedimiento para todas las celdas de la cuadricula del problema original llegamos
a la solucion.



126 | 756 | 2646 | 7056 [15876/3{ s
126 | 630 | 1890 | 4410 | 8820 [15876
126 | 504 | 1260 | 2520 | 4410 | 7056
126 | 378 | 756 | 1260 | 1890 | 2646
6 | 21 | 56 | 126 | 252 | 378 | 504 | 630 | 756
5 | 15 | 35 | 70 | 126 | 126 | 126 | 126 | 126
4 |10 | 20 | 35 | 56
316 |10 15|21
2 |3 | 4|56
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2. Soluciones Nivel 11

Problema 1. Para resolver este problema utilizaremos un diagrama y una relaciéon de orden entre
personas, la que definimos como sigue: X — Y significa que la persona X construyo menos castillos
de arena que la persona Y. Aplicaremos esta relacion a todas las afirmaciones que aparecen en el
enunciado del problema.

= Adan construyé menos castillos de arena que Martin y méas que Susan.

(Susan ) (Adan) = Martin)

= Lucy construyé mas castillos de arena que Adan y mas que Martin.

(Susan) > \@nx  Martin

= Diana construyo mas castillos de arena que Martin pero menos que Lucy.

Analizando el grafico nos damos cuenta que Lucy construy6 mas castillos de arena que Diana, que
Martin, que Adan y que Susan (por transitividad). Por lo tanto, Lucy fue quien construy6 més cas-
tillos de arena.



Problema 2. Es el mismo problema que el problema 3 de Nivel I, solo que con una redaccién dife-
rente. Ve la solucién aqui.

ab+1

a—+
valores positivos (el denominador nunca serd 0). Observa también que si a,b > 0 entonces a x b > 0.

Problema 3. Si a,b > 0 entonces a + b > 0, luego la funcién a x b = estd bien definida para

Por lo anterior, el nimero ¢ = 2 x (3 x (- -- 2016 x (2017 % 2018))) existe y es positivo. Entonces:

l-t+1 t+1
14+t 14+t

Problema 4. Es el mismo problema que el problema 5 de Nivel I. Ve la solucién aqui.

Problema 5. Sean a, b, ¢ enteros positivos que satisfacen

ab+c=34
a-+bec=29

Si restamos la segunda igualdad de la primera, obtenemos que a, b, ¢ también deben satisfacer:

(ab+c¢) — (a+bc) =34 —29
ab+c—a—bc=5

alb—1)—c(b—1)=5
(a—c)(b—1)=5

Como a, b, ¢ son enteros positivos, los niimeros a — ¢ y b — 1 también son enteros y dividen a 5, por
lo que solo hay dos posibilidades:

Caso 1:

a—c=1 a=c+1
2
{5—1:5 ~ {b:6 2)

Sustituyendo estos resultados de (2) en la primera ecuacién de (1) tenemos que 6(c+ 1) + ¢ = 34 =
¢ =4, dedonde a =4+ 1 =25, por lo que la terna (a, b, ¢) que satisface estas condiciones es (5,6,4).

a—c=295 a=c+5
= 3
T )
Sustituyendo estos resultados de (3) en la primera ecuacién de (1) tenemos que 2(c+5) + ¢ = 34 =
¢ =8, de donde a = 845 = 13, por lo que la terna (a, b, ¢) que satisface estas condiciones es (13,2, 8).

Caso 2:

Por lo tanto, las dos ternas (a, b, ¢) que satisfacen las condiciones del problema son (5,6, 4) y (13,2, 8).

Problema 6. Sean O el punto medio de C'D, C; la circunferencia con centro en A y radio 4 y sea Cy
la circunferencia con centro en O y radio 2. Trace los segmentos AO, AP y OP.



Nota que AD = AP = 4 por ser radios de C;, similarmente OD = OP = 2 por ser radios de Cs.
Entonces, por el criterio (LLL) se tiene que AAOD = AAOP y

£LAOD = LAOP = «

£DAO = LPAO =3 (4)
A B
Ci
P
Q Cy
«
D O C

Sumando los angulos internos del AAOD y utilizando (4) se tiene que:

£LADO + £AOD + £DAO = 180°
90° + o + B = 180°
a+ B =90° (5)

Sea @ la interseccion de AO con DP y R el punto en AD tal que AD | RP. Trace los segmentos
PRy DP.

Como D es punto de tangencia de AD con Cy, LADP es un angulo semi-inscrito y utilizando (4)
tenemos que LADP = %KDOP = %(204) = «. Luego, por suma de angulos internos del AADQ y
(5) se sigue que LAQD = 90°.

A B
&4 Ci
P
R p
Q @) Co
[6)
D O C

Por el teorema de Pitdgoras aplicado al tridngulo AOD tenemos que

AO = VAD? + DO? = /42 1+ 22 = 2\/5



Y por el criterio AA se tiene que que:

ADOQ ~ NAOD (6)
AADQ = ANAPQ (7)
APDR ~ AAOD 8)
De (6) se tiene que
DQ AD . DQ— _ 45
DO~ A0 \/5 5
8f
Por (7) tenemos que DQ = PQ) = PD =2-DQ =
Finalmente por (8) implica que
PR AD 4 85 16
S 2 S pp= - . 2VY L pp—
pD - a0~ TR=5 5 5 TPE=S

16
Por tanto, la distancia del punto P al lado AD es PR = =



& V.
Ry

GOBIERNO DE LA
REPUBLICA DE HONDURAS

* ok K *
SECRETARIA DE EDUCACION

XVI OLIMPIADA HONDURENA DE MATEMATICAS

La Esperanza, Intibuca, 20 de Octubre de 2018

3. Soluciones Nivel III

Problema 1. Sean a, b, c los digitos que estaban escritos en la pizarra inicialmente. La suma que
obtuvo Alejandra fue a + b + ¢ = 15. Supongamos sin perder generalidad que Alejandra borré el
digito a y en su lugar escribio el digito 3. El producto de los nuevos 3 digitos es 3bc = 36.
Entonces, resolver este problema consiste en encontrar todas las soluciones enteras a, b, ¢ tales que
0<a,b,c<9y
a+b+c=1
(o
c =36

De la segunda igualdad de (1) tenemos que be = 12. Analizando la factorizacién de 12 nos damos
cuenta que los tinicos casos posibles son: (b, ¢) = (2,6), (b,c) = (6,2), (b,c) = (3,4), (b,c) = (4,3). De
donde los posibles valores para b+ ¢ son: b+ ¢ =7y b+ ¢ = 8 Combinando esto con la primera
igualdad de (1) se sigue que los posibles valores de a son @ = 7 y a = 8. Por lo tanto, el digito que
borré Alejandra fue un 7 o un 8.

Problema 2. Es el mismo problema que el problema 4 de Nivel I. Ve la solucién aqui.
Problema 3. Es el mismo problema que el problema 5 de Nivel I. Ve la solucién aqui.
Problema 4. Es el mismo problema que el problema 5 de Nivel II. Ve la solucién aqui.

Problema 5. Sea AB = 6] y AD = h, por las condiciones del problema AF = FFG = GB = 2,
DE = EC =3ly (ABCD) = 6hl =70, por lo que

35
hl = — 2
- 2)

Observa que EF'G es un triangulo con base 2[ y altura h, entonces

1 35
(BFG) = 5(2Dh = hi = =



Si encontramos el area de los triangulos AFH y AGJ podemos resolver facilmente el problema ya
que:

(EHJ) = (EFG) — (FGJH)

_ ? —[(AG.J) — (AFH)] 3)
_ % + (AFH) — (AGJ)

Tracemos una recta perpendicular a AB que pase por H y denotemos por a la distancia desde H
hasta AB, luego se tiene que la distancia de H a CD es h — a. Observa que £ FAH = AECJ ya
que son angulos alternos internos entre paralelas y { AHF = £CHFE por ser opuestos por el vértice.

Luego ANAFH ~ ACFEH por criterio AA.
A 21 F 21 G 21 B

@
b
h Hi i
h—ai\ |
e
dYd
D 3 E 31 C

Como en tridngulos semejantes las alturas estan a la misma razén que sus lados correspondiente (nota
que a es la longitud de la altura del AAFH por H y h — a es la longitud de la altura del ACEJ por
H), entonces:

a 2l 35 14
=3 = 3la=2l(h—a) = 5la—2hl—2-§ = la—g,por@)

1 14
Ahora tracemos una recta perpendicular a AB que pase por J y denotemos por b la distancia desde
J hasta AB y por h — b la distancia de J a C'D. Observa que L AJG = £CJFE por ser opuestos por

el vértice. Luego AAGJ ~ ACEJ por criterio AA y:

b 4] 35 20
o= = A=A —b) = Th=dhl=1-2 = =" por (2)
y
1 4
(AGJ):§-4l-b:2lb:§0 (5)

Sustituyendo (4) y (5) en (3) concluimos que:



35 14 40
EH — =
(EH]) =5 +5 -5 =3

Por tanto el area del triangulo FHJ es de 3 unidades cuadradas.

Problema 6. Sea h(z) = g(b— f(z))— f(1—g(z)). Comencemos calculando los valores de g(b— f(x))
y f(1=g(x)).

g(b— f(z)) = g(b— (2* + azx +b))
= g(—(2* + ax))
= (2 +ax)’ — (2* + az) + 1

=a'+ 202 + (> = 1)a? —az + 1

=(@*+x)’ —a(@®+2)+0b
=2*+22° + (1 —a)z® —azx + b

Por (6) y (7) tenemos que:

M) = g(b— () — F(1— g(x))
= (2" +2a2® + (a* — 1)2* —ax + 1) — (2" +22° + (1 — a)z® — ax + b)
=2(a—-1D2*+ (a* +a—2)2* — (b—1)
=2(a—1D2*+ (a+2)(a—1)z* — (b—1)
1 b—1

1
=2(a—1) x3+§(a+2)x2—§-m ya que a # 1

Por hipétesis h(z) tiene al menos dos raices iguales, entonces existen dos niimeros (reales o complejos)
r, [ tales que: h(z) = 2(a — 1)(z — r)?(x — 1). Desarrollando esta expresién tenemos:

2(a —1)(z —7)*(z — 1)
2(a —1)(z* = 2rox +7r%)(z — 1) (9)
2(a—1) [2® = (I+2r)2” + (r* + 2rl)z — r*l]

h(x)

Combinando (8) y (9) tenemos que:

—(+2r) = %(a +2)

r?+2rl=0 (10)
1 b—1

r?l ==
2 a—-1




Observa que r = 0 no puede ser raiz de h(z) ya que al sustituir en (8) tendriamos que
h(0) = —(b— 1) = 0 lo que implica que b = 1, pero por hipétesis b # 1. Luego, por la segunda
ecuacion de (10) tenemos:

r(r+20)=0 = r=-2]

Sustituyendo este resultado en la primera y tercera ecuacién de (10) se sigue que:

1
l 6(a—|—2)
y
l?’:l-b_l
a—1
1 1,/6-1 o= ,
Por lo tanto 6(a+2):l:§ —1 ~ \, = —(a + 2). De donde es evidente que a es un

/7 . . . 3
nimero racional si y solo si
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